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Logique du premier ordre
Notes
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La logique propositionnelle n'utilise que des interprétations finies
[l faut parfois raisonner sur une infinité de cas possibles

Exemple : un programme a en général une infinité d'entrées possibles

Probléme : raisonner sur l'infini est difficile
Dans I'antiquité (Gréce, Inde), I'infini était une notion mystique

dénoncée par Zénon (paradoxes)
Aristote admet un infini potentiel mais rejette I'infini actuel

Georg Cantor (Fin du XIXéme siécle) a résolu le probléeme grace aux

notions d'ensembles et de bijections — théorie des ensembles
La logique du premier ordre permet d'utiliser I'infini actuel (de facon

restreinte)
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La notion de variable

Notes

@ Algebre Nouvelle de Frangois Viéte : paramétres = inconnues

ar+b=0

convention lexicale (René Descartes) : x inconnue, a,b paramétres

@ Plus précis : quantificateurs

Ya,b dx ax +b =10

a, b, x sont des variables

Soit V I'ensemble des variables : infini dénombrable

@ notation préfixée :

Vavb 3z = (+(.(a,x),b),0)

Ensimag 2A Logique du premier ordre Année 2016-2017 3 /14

Signatures

Notes

Soit ¥ un ensemble au plus dénombrable, séparé en :

o X' ensemble de symboles de fonction d'arité n, pour tout n € IN.

Les éléments de 3§ sont appelés constantes.

o I ensemble de symboles de prédicat d'arité n, pour tout n € IN.
On a donc :

L= H SFwsh

nelN
3 est une signaturesi X NV = ().
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Syntaxe des termes

Notes

Définition (termes)

L'ensemble des termes T est le plus petit langage sur le vocabulaire
Vi EF W {44(77, 44)77’ cc’n} tel que

e V C Ty, (toute variable est un terme)

e X C Ty (toute constante est un terme)

esin>0, fextetty,...,t, € Ty, alors f(t1,...,t,) € Ts

Exemple

@ x est un terme (si x € V)

@ 0 est un terme (si 0 € 2f)

@ +(x,0) est un terme (si + € ¥5...)

Ensimag 2A Logique du premier ordre Année 2016-2017 5/ 14

Définition (termes fermés)
; . . . N
Var(t) est I'ensemble des variables qui apparaissent dans ¢ otes

Le terme t est fermé si Var(t) = ()

L'ensemble des termes fermés est T,

Théoréme

Ts=0ssixf =0

Démonstration.

Si ) # %5 C Ty alors T, # ()

Si XF = 0 alors pour tout ¢t € Ty, Var(t) # ), par induction sur ¢ :
e@sit=xcV,alors Var(t) = {x} #

e sit e Xl impossible

@ sit=f(t1,...,t,) et Var(t;) # 0 (h.i.) alors

Var(t) = U;—, Var(t;) # 0

Donc Tsx, = 0
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Syntaxe des formules

Notes
Définition (atomes, formules)
L’ensemble des atomes ou formules atomiques est le langage :
As = {p(t1,....ta) | n >0, p€ ZL, t1,...,tn € Ty} WL
L’ensemble des formules est le plus petit langage Fy; tel que :
e Ay U {.,D} C Fs,
@ pour tous p, 9 € Fx etz €V on a
{=e, (VY), (pAY), (p=9), (¢ ), Yoy, Jxp} CFx.
Exemple
° p,q(2),7(0,+(z,y)) € Ax, B¢ Ay,
o BV Vx(p(x)Ar(0,+(x,y))) € Fy
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Interprétations
Notes

Définition (interprétation d'une signature, valuation)

Une interprétation est un doublet Z = (D, I) ou

@ D est un ensemble non vide, appelé domaine de Z,

@ [ est une fonction qui :

a tout a € X§ associe un élément de D, qu'on note a”,

a tout f € XF pour n > 0 associe une fonction de D™ dans D, notée

1+

a tout p € X¥ associe un élément de {v,f}, noté p’,

a tout p € X pour n > 0 associe une fonction de D™ dans {v, f},

notée p’.

Une valuation dans Z est une fonction 6 de V dans D
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Valeurs des formules dans une interprétation |
otes

Définition (valeur d'un terme dans une interprétation et une valuation)

La valeur d'un terme t dans Z, 6, notée [t]%, est I'élément du domaine de T
obtenu de la facon suivante : on remplace dans le terme ¢ chaque z € V

par O(x), chaque a € X5 par a?, chaque f € X par f7 et on évalue.

Exemple

siD=1{0,1}, fF:u,v > u+v[2] et O(z) = 1, alors

[f(z,2)]§ = f*(6(2),6(x)) =1+1[2] =0

Ensimag 2A Logique du premier ordre Année 2016-2017 9 /14

Valeurs des formules dans une interprétation (suite) |
otes

Définition (valeur de vérité d'un atome)

La valeur (de vérité) d'une formule atomique dans Z, 6 est :

o [plf =p* sipeXf

o [p(tr, .. )% = pP([]Z, ..., [ta]%) sin > O et p € XF

Exemple

sipf :0—v,1— f alors [[p(f(x,x))]]g :pI([[f(az,:B)]]g) =pf(0) =v

Ne pas confondre :

o si t est un terme, [t]} est un élément de D, le domaine de Z

@ si ¢ est une formule atomique, [¢]F est une valeur de vérité (v ou f).

y
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Valeurs des formules dans une interprétation (suite)

Notes

Définition (masquage d'une valuation en une variable)

Le masquage de 6 par u € D en x € V est la valuation

Oz —u|:y—0(y)siy#x

T —Uu
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Valeurs des formules dans une interprétation (fin)

Notes

Définition (valeur de vérité d'une formule)

La valeur (de vérité) [p]% d'une formule ¢ dans Z, 6 est définie

inductivement par :

o [W[F =v, [O]F =f

o [~¢]F =fsi[p]Z =v, vsinon

o [pT]F est fonction de [¢]Z et [¥] par la table de vérité de T

o [Vz ] =vsi [[cp]]g[mHu] = v pour tout u € D, f sinon

o [Bz ]t =vsi [[(p]]g[x._m] = v pour un u € D, f sinon
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Notes

Exemple

Soit p = VaVb3Ix = (.(a, x), b)

avec a,b,z €V, . € X}, =¢ 25

@ Soit Z de domaine R ot .7 est le produit dans R et =7 est |'égalité

dans R ; 6 est quelconque

el =f

@ Soit Z de domaine R oii . est le produit dans R et = est

I'égalité dans R**; 6 est quelconque

T _
[elg = v
v
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Formules fermées, modéles

. Notes
Notations pour [¢]} = v :

@  est vraie dans Z, 0

e 7,0 satisfait ¢

o L0

ca ne dépend pas forcément de 6.

Définition (variables libres)

@ Si Va1 ou Jx 1) est une sous-formule de ¢, toute occurrence de x
dans 1) est une occurrence liée de x dans ¢

@ Toute variable qui a une occurrence qui n'est pas liée dans @ est une

variable libre de ¢

@ VL(y) est I'ensemble des variables libres de ¢

@ i est fermée si VL(p) =0

si ¢ fermée et Z |= ¢, on dit que Z est un modéle de ¢
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