Unification (introduction)

Notes

On considére I'ensemble des deux formules suivantes :

o vy—p(f(g9(a,9)))
e Vzp(x) }

Cet ensemble est insatisfaisable (exercice).

Soit maintenant |'ensemble composé de :

o Vag(z, f(x))
o Vy=q(f(y),y) J

Est-il satisfaisable ?
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Unification (introduction)

L'ensemble {Vz q(x, f(x)),Vy —q(f(y),y)} ne posséde que des instances
de la forme q(t1, f(t1)) et =q(f(t2),t2).

Notes

Il est donc insatisfaisable si et seulement si on peut trouver des termes
fermés t; et ty tels que t1 = f(t2) et f(t1) = to.

Autrement dit ssi on peut résoudre :

{ = f(y)
f(x) =y

dans I'ensemble des termes fermés Tx..

On remplace x par f(y) dans la deuxiéme équation :

{ = f(y)
f(f(y) =y

[l faudrait trouver pour y un terme tel que f(f(t)) = t.
Or ¢ est toujours un sous-terme strict de f(f(¢)), cela n'est donc pas

possible.
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Unification (définition)
Notes
Définition (Probleme d'unification)

Un probléme d'unification P est un ensemble fini d'équations ¢t = t' on
t, t'eTx.

Une substitution o est un wunificateur de P si pour tout t = t' dans P on a

to = t'o. On note Unif(P) I'ensemble des unificateurs de P.
Si Unif(P) # 0 on dit que P est unifiable; de méme, si Unif({t =¢'}) # 0

on dit que t et ' sont unifiables.
On se donne aussi un probléme d'unification noté X qui n'a pas de

solution : Unif(x) = 0.

Remarque

S'il existe un unificateur o € Unif(P), alors il existe aussi un unificateur

fermé o’ € Unif(P) : on I'obtient en remplagant toutes les variables par la
constante a dans les termes o(x).

Donc P a des solutions dans T ssi il en a dans Ts;.

v
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Unification (algorithme)

Notes

On transforme un probléme d'unification P en préservant Unif(P) avec les
régles suivantes :

1. Régle d’effacement

eff: PU{t=t} — P

Exemple

{ f(il?,y) :f(a,:n)

eff — fla.x
=9 ) = )

correct car Unif(P U {t = t}) = Unif(P).
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Unification (algorithme)

Notes

2. Régle du test d'occurence :

occ: PU{z =t} — X sixz e Var(t) et x #t;

Exemple

{ f(xvy) = f(avm) occ
— X
Yy = g(w, f(y,a))

correct car dans ces conditions |'équation n'a pas de solution, on a

donc Unif (P U {z =t}) = 0 = Unif(x).
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Unification (algorithme)

Notes

3. Régle de conflit :

cfl: PU{f(tr,....tn) = g(t],...,th)} — X sif#yg

Remarque : si n = 0 (resp. n’ = 0) alors f (resp. g) est un symbole de

constante

Exemple

{ f(x,y) :f(avI) cfl
b= g(w, f(y,a))

correct car pas de solution non plus :
Unif(PU{f(t1,...,tn) = g(t},...,t,,)}) = 0 = Unif(x)

Ensimag 2A Logique du premier ordre Année 2016-2017 6 /12



Unification (algorithme)

Notes
4. Régle de décomposition :
dec: PU{f(t1,....tn) = f(t],....t)} = PU{ti=1t],... . tn =1;,}
Exemple
r=a
{ f(xay) =f(a,x) dec
— Yy==x
z2=g(y)
z2=g(y)
correct car :
f(ti, .. tp)o = f(tio, ... tho) et f(t),... .t )o = f(t'la, oo tho),
donc f(t1,...,tn)o = f(t},...,t,)o ssitioc =tio et --- et t,o =t 0.
Donc Unif(PU{f(t1,...,tn) = f(t1,... . th)})
= Unif(P) NUnif(f(t1,...,tn) = f(t1,...,1)))
= Unif(P)NUnif({t; =t},....tn =1, })
= UnﬁQDU{tl_t;.”,ulzt;E
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Unification (algorithme)
Notes

5. Régle de remplacement :

si x apparait dans P
pl:PU{e=1) —» Plzet)Ufz=1t) PP

mais pas dans ¢

Exemple

r=a r=a
y=v i u=a

z=9(y) z2=9(y) z=g(a)

correction : si o € Unif({z = t}) alors xo = to, donc :

tic = tyo o € Unif(P)
| I ssi
ti{z—tlo = to{x—tlo o Unif(P{zx— t})

donc Unif(P) N Unif({x = t}) = Unif (P {z — t}) N Unif({x = t})
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Définition (Probléme résolu)

. ) N . . Not
si {x =t} € P et x n'apparait nulle part ailleurs dans P, on dit que x est ores
résolue dans P.

Si P={x1=1t1,...,2, =ty } ol les z; sont toutes résolues dans P, on
dit que P est sous forme résolue et on note op = {x1 > t1,..., Ty — tp}.
Théoreme
pour tout P, il existe un P’ tel que P —* P’ et soit P’ est sous forme
résolue, soit P' = X.
Démonstration.
Si P’ contient une équation qui n'est pas de la forme z = ¢, on peut
appliquer cfl ou dec.
Si P’ contient x =t avec x non résolue, on peut appliquer rpl, occ ou eff.
Donc si aucune régle ne s'applique, P’ est sous forme résolue ou P’ = X.
Or rpl diminue le nombre de variables non résolues, et les autres régles ne
I'augmentent pas et font toujours baisser la longueur des équations, donc
les régles terminent.
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Unificateur (le) plus général .
otes

Définition (Composition de substitutions)

Soient o et 7 deux substitutions, leur composée o7 est la fonction
x> (xo)T.

On a donc, pour tout ¢, t(o7) = (to)T.

Exemple

Sioc={zw— f(z,y),y— f(x,2),z2— a}

et 7 ={z > g(z,2),y = g(z,y),u > 2}
onaor ={z— f(9(z,2),9(x,y)),y — fl9(x,2),2),z — a,u— z}.

Définition (plus général)

Soient o et o’ deux substitutions, o est dite plus générale que o’ s'il existe

une substitution 7 telle que o/ = o7.
Remarque : cette relation est réflexive et transitive, mais pas antisymétrique.

Parmi les unificateurs d'un probléme P, on appelle upg (unificateurs (les)

plus généraux) ceux qui sont plus généraux que tous les autres.

4
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Propriétés de |'algorithme

Notes
Théoréme
Si P est sous forme résolue alors op est un upg de P.
Démonstration.
Si o € Unif({z1 =t1,...,z, = t,}) alors x,0po = tijo = 0,
et pour les autres variables on a yopo = yo, donc opo = o : op est plus
générale que o.
Théoréme
Si P est unifiable alors P —* P’ sous forme résolue et op: est un upg de
P, sinon P —* x.
Démonstration.
Unif(P’) = Unif(P), donc ops qui est un upg de P’ est aussi un upg de P.
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Unification des atomes
Notes

Définition
Soient ¢ = p(t1,...,tn) et ¢ =p(t},...,t,) deux atomes avec le méme

symbole de prédicat p.
Soit P le probléme d'unification {t; = ¢},...,t, =t,}.

Si P est unifiable, on dit que ¢ et ¢’ sont unifiables, et on note
Unif(p, ¢') = Unif(P).

Remarque

L'ensemble {Vz1 - - - V2, o, Vy1 - - Yym —¢'}
(ot VL(g) = {21, .., zn}, VL(¢') = {y1, .- -, Ym} et

VL(p) N VL(¢') = 0)

est insatisfaisable si et seulement si ¢ et ¢’ sont unifiables.
De plus, s'ils sont unifiables, Unif(¢p, ¢') donne les instances qui sont en

contradiction.
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