Formes clausales

Notes
Définition (Cléture universelle)
Soit ¢ une matrice telle que VL(¢) = {z1,...,2n}.
La cléture universelle de ¢ est la formule (universelle) V*¢ = Vay - - - Va,, .
Définition (Littéraux, clauses, formes clausales)
Un littéral est un atome ou sa négation.
Une clause est une disjonction de littéraux ou le symbole O (clause vide).
Une forme clausale est un ensemble fini de clauses. |
Définition (Forme clausale d'une formule)
On appelle forme clausale d'une formule fermée 1) une forme clausale F’
telle que :
1) est satisfaisable si et seulement si I'ensemble de formules universelles
{V*C'| C € F} est satisfaisable.
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Mise sous forme clausale
Notes

Pour trouver une forme clausale pour une formule v :

1. On trouve une formule universelle V*¢ telle que v est satisfaisable si

et seulement si V*¢ |'est;

2. On met ¢ sous forme normale conjonctive C1 A -+ A Cp;

3. On utilise I'équivalence

V¥ =1 V(CLA - ACp) =1 (VC1) A= A (F*Ch),

pour voir que {C1,...,Cy} est une forme clausale de .

Ensimag 2A Logique du premier ordre Année 2016-2017 2/11



La regle de résolution

Notes
Définition
Si D1V Ly et Dy V Loy sont deux clauses, 7 est une permutation de V telle
que Dy V L et (Dy V La)m n'ont pas de variables communes, et
o = unif (L1, Lam), alors la clause (D; V D)o est une résolvante des
deux clauses )
Exemple
-p(f(z)) p(z)Vq(r)
q(f(z))
avec D; =00, Ly = —p(f(x)), D2 = q(x) et Ly = p(x).
La variable z apparait dans les deux clauses, donc il faut la renommer :
soit m = {z+— y,y — x},ona (DyV La)m = p(y) V q(y).
L'unification de Ly = —p(f(x)) avec Lom = —p(y) donne o = {y — f(z)}.
La résolvante est donc (D; V Dam)o = q(y)o = q(f(x))
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Not
Théoréme 7

La régle de résolution est correcte :

{V*(Dl \ Ll),v*(Dg \Y Lz)} ’: V*(Dl V D27T)O'

Démonstration.

Soit 7 ): {V*(Dl V Ll),v*(Dg V LQ)} On a

\V/*(Dl \Y Ll) ): V*(Dl \Y Ll)O' (évident) et \V/*(DQ V Lz) ): \V/*(DQ V LQ)?TO’,
donc pour toute valuation 6 dans Z on a Z,0 =1 D10 V Lo et

Z,0 =1 Dammo V Lomwo. Mais par def de o on a Lyo = Lamo, donc

7,60 )=1 Dio V Dymo, et donc l:1 V*(Dl V D27T)U.

En particulier si V*(Dy V D)o =0
alors {~V*(D1 V L1),V*(Da V Lg)} = {V*L1,V* Ly} est insat.

Donc : si on a une preuve par résolution de [J a partir de {C4,...,Cy}

alors {V*C1,...,V*C,} est insat.
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Complétude ?

Notes

Exemple

Soient C7 = p(x) V p(y) et Ca = —p(x) V —p(y), on a :

p(z)Vply) —p(r)V-ply) plx)V-ply) p)Vpy)

p(x) V-ply) = Cs p(z) V p(y)

p(z) VvV -ply) —p(x)V-ply) pl)V-ply) pl@)V-ply)
—p(z) V =p(y) p(z) vV =p(y)

On tourne en rond, il est donc impossible d'obtenir [J

Mais :

p(a) V p(a) € IF(V*C1) et —p(a) V —p(a) € IF(¥*Cy), donc
IF({V*C1,V*Cs}) est insat. donc {V*C1,V*Cs} est insat.

La régle de résolution est incompléte pour la réfutation
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La régle de factorisation

Notes
Définition

siDV LV Ly et 0 = unif (L1, Lo) alors la clause (D V L1)o est un
facteur de DV Ly V Lo

Exemple

Théoréme

La régle de factorisation est correcte : ¥*(D V L1 V L) =V*(DV Li)o

Démonstration.

V*(D VLV Lg) |: V*(DU V LioV LQO’) (évident) et L1o = Loo, donc
V*(Do V Lio V Lyo) = Y*(Do V Lyo)

v
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Lemme de relévement
Notes
Théoréme

Si R est une résolvante propositionnelle d'instances fermées de C; et Co,
alors on peut déduire de C1,Cy par factorisation-résolution une clause D

dont R est une instance fermée

Exemple

Avec C1 = q(z,y) Vp(z) Vp(y) et o1 ={z — f(a),y — f(a)} et
Cy = —p(f(z)) Vp(x) et 09 = {x — a}, on a:

Cro1 = q(f(a), f(a)) Vp(f(a)) Vp(f(a)) —p(f(a))Vpla) = Cro

R =q(f(a), f(a)) Vpla) = D{z — a}

on peut construire la preuve :

Cy = q(x,y) V p(z) V p(y)
q(z,x) V p(x) —p(f(z)) Vp(x) = Cs

D = q(f(2), f(2)) V p(2)

4
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Complétude réfutationnelle

Notes
Théoréme

Les régles de résolution et factorisation sont complétes pour la réfutation

y

Démonstration.

Si {v*C1,...,V*C,} insat. alors il existe un ensemble fini de clauses

fermées F' C IF({V*C1,...,V*C,}) tq. F est insat.

donc il existe une réfutation de F' par résolution propositionnelle :

(on cache les factorisations)

Fy €IF(C1)  F eIF(Cy) c,  Cy
Ry € IF(Dl) F3 € IF(Cg) D, 03

Ry € TF(D3) D,

O € IF(D) D

donc D =0 )
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Théories

Notes
Définition
Une théorie est une ensemble T de formules fermées tel que pour tout ¢ tel
quel'Eponagpel
Pour tout ® on note .7 (®) = {¢ | ® = ¢} la théorie de ®
T(0) ={¢| E ¢} est I'ensemble des formules valides
Théoréme
T (®) est une théorie
Démonstration.
Om montre que ¢ = .7 (®) :siZ =P et p € T (P) alors ¢ = ¢ donc
IZE g etdoncZ = 7(D).
Soit ¢ tel que .7 (®) = ¢, on a donc @ = ¢ et donc ¢ € T (D).
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Théories complétes
Notes

Définition

Une théorie T est compléte si pour tout pona p € ' ou ~p € T
Pour toute interprétation Z on note ¥ (Z) = {¢|Z = ¢}

Théoreme
YV (Z) est une théorie compléte

Démonstration.
YV (Z) est compléte : si o & ¥ (Z) alors Z = ¢ donc Z |= —p et donc

-9 € ¥(I).

¥ (Z) est une théorie : ona Z |= ¥ (Z), doncsi ¥ (Z) = alors T |= ¢
donc ¢ € ¥ (I).
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Théories axiomatisables

Notes
Définition

Une théorie T est axiomatisable s'il existe un ensemble récursif ® tel que
T(@)=T

On note N\ l'interprétation de domaine IN qui interpréte 0, s, +, X, = de

facon standard.

Théoreme (Godel)
¥ (N') n'est pas axiomatisable

Corollaire
si @ est récursif et N |= @ alors 7 (®) est incompléte

Démonstration.
Ona N | Z(®) donc 7 (@) C ¥ (N). Réciproquement, supposons

T (P) compléte et o € ¥ (N), alors N [~ - donc = & 7 (®P) et donc

p € T(®). Donc ¥ (N) = 7 (P) est axiomatisable, impossible.
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Notes




