Logique du ler ordre avec égalité

Notes
Soit ¥, = X W {e} ou ¢ symbole de prédicat d'arité 2
On utilise les 3,-formules avec une sémantique restreinte :
Définition
Une e-interprétation Z de X est une interprétation de ¥, tq ¢Z(u,v) = v ssi
u = (si ¥ = () on dit que Z est une X-algébre)
k=, est la restriction de |=; aux e-interprétations — e-valide, e-insat. ..
L'ensemble Ex;, des axiomes de 'égalité contient :
o Vxe(x,x), VaVye(z,y) = e(y,x), VaVyVze(z,y) Ae(y, z) = e(x, 2)
o V1 Vyy - - -V, Yyn e(z1,y1) A+ Ae(xn, yn) =
e(f(xlv 0oo axn)7 f(y17 coo 7yn)) pour tout f € E’rf;?n >0
0 Va1Vy1 -+ Ve, Yyn e(z1,41) A - -+ Ae(@n, yn) AD(21, .-+, 20) =
p(y1,...,yn) pour tout p € XF n >0 )
Si Z est une e-interprétation alors Z =1 Ey, donc =, Ex
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Modéles de Ex
Notes

Exemple

Soit Z de domaine D = {0, 1} avec ¢ (u,v) &'y pour tout u,v € D,

alors ¢Z est une relation d'équivalence et Z |=; Ex, (si XF = ())
mais ¢£(0,1) = v donc Z n'est pas une e-interprétation

Soit R une relation d'équivalence sur D, u € D, on note

u[R] ={v € D|u R v} la classe de w modulo R et
D/R ={u[R]|u € D} le quotient de D par R

On veut définir ¢’ : (D/R)™ — D/R a partir de g : D" — D par

\V/Ul, ceeyUn € Dv g/(U1[R], M ,’U,n[R]) d:efg(ulv e 7un)[R]

a condition que g soit compatible avec R : Yv1,...,v, € D,

siu; Rovp et---etu, R oy alors g(uy,...,up) R g(vi,...,v,)
alors ¢’ est notée g/R (si n = 0 on pose g/R = g[R])

(de méme si g : D™ — {v,f} avec ¢'(w1[R], ..., uu[R]) € g(u1,...,un) si
u; R vy et---et u, R v, entraine g(u, ..., up) = g(vi,...,v,);

sin=0 alors ¢ = g)
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Yi-congruences

Notes
Définition
Une Y-congruence sur une interprétation Z de 3 est une relation
d'équivalence R sur le domaine D de Z compatible avec s pour tout s € ¥
on peut alors définir |'interprétation Z/R de domaine D/R par :
sE/RE I /R pour tout s € X
Lemme
pour tout T de ¥, T =1 Ex, si et ssi el est une Y.-congruence
dong, si Z =1 Ex, on peut définir Z, défI/R ol R est la relation ¢Z
on a en particulier Vu,v € D,
X (u[R],v[R]) = X (u,v) =v ssi uRv ssi u[R]=v[R]
donc Z, est une e¢-interprétation et donc Z, =, Ex,
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Equivalence élémentaire
Notes

Définition

Z=J lorsque ¥ (Z) =¥ (J) (ou : Z =1 p si et ssi J =1 @ pour tout )
on dit que Z et J sont élémentairement équivalentes

Lemme

[[t]]o[’/z] = [t]5[R] pour tout 0,t

Démonstration.

par induction sur ¢

o [alfig) = ™ = o*[R] = [al§[R]
o [zlgig; = 0(x)[R] = [2]5[R]

o [f(OIgir) = = ([t5iry) = /™ (ILIFIR]) (par h.i.)
= FH([PIR] = [F®OFIR]

Ensimag 2A Logique du premier ordre Année 2016-2017 4 /11



Lemme

Notes
Z.,0[R] = p si et ssiZ,0 =1 ¢ pour tout 6, p
Démonstration.
par induction sur ¢
o T 0[R] b= p(t) ssi v = p ([5)) = PP (HIZIR)) = 2 (I4)
ssi Z,6 =1 p(t)
o 7,,0[R] = ¢ ssi L, 0[R] e ¢ ssi Z,0 =1 ¢ (h.i.) ssi Z,0 =1 —¢
° Z,,0[R]| e V¢ ssiVu € D/R, I,,0[R][z — u] =, ¢
ssi Vv € D, T, 0[R][z — v[R]] . ¢
ssiVo € D, Z,0[x — v] =1 ¢ (h.i.)
ssiZ,0 =1 Vzop
Théoréme
siZ =1 Exy alors T =7,
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Conséquences
Notes
Exemple

avec D = {0,1} et ¢£(0,1) = v on a 0[R] = {0,1} donc D/R = {{0,1}};

pas de bijection entre Z et Z, (ils ne sont pas isomorphes)

7T et J sont isomorphes, Z = 7, s'il existe une bijection 8:Z — J tq

Vir oy eJ{ 57 ya) = BUFE )+ 57 ()
! p (i yn) =B (1) - B )

I JentraneZ =7, maisZT =1, avec T %7,
Les e-modéles ne sont pas isomorphes aux modéles de Ex,

Exemple

Soit ¢ = Vze(z,a), les e-modéles de ¢ n'ont qu'un élément

mais pour tout D # (), soit Z définie par a” € D et
Vu,v € D, e (u,v) Ev,onaZl petT = Ey (si XF = 0)

(en fait, il n'existe pas de ¥ tq Z |=1 ¥ entraine |Z| = 1)
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Conséquences (suite)

Notes
Corollaire

U est e-satisfaisable si et ssi W U Ey; est satisfaisable

Démonstration.

Si 7 est une e-interprétation tq Z =1 ¥ alors Z =1 ¥ U Ey,
Si Z =1 WU Ey, alors Z, est une e-interprétation tq Z, = Z donc Z, =1 ¥

Corollaire (compacité)

W est e-insat. si et ssi il existe F C W tq I est fini et e-insat.

Démonstration.

Si W est e-insat. alors ¥ U Ey; insat. donc 3F C ¥ U Ey; fini insat. donc

(FNW¥)UEy fini insat donc F N W fini e-insat.

Corollaire (Léwenheim-Skolem)

si U est e-sat. alors U a un e-modéle au plus dénombrable
v
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Résolution

On a donc : W est ¢-insat si et ssi W U Ey; admet une réfutation par la
méthode de résolution.

Notes

Probléme : Ex; engendre par résolution beaucoup trop de clauses

Exemple

Les clauses e(s1,t1) V -+ V e(Sn, tp) et —e(z,y) V e(y, x) engendrent :
e(t1,51) Ve(s2,t2) Snytn)

Ve Ve
e(s1,t1) Ve(ta, s2) V- Ve(sp,tn)
e(t1,s1) Ve(ta,s2) V- Ve(sy,tn) ... = 2™ — 1 nouvelles clauses

Il faudrait des régles d'inférence spécialisées pour ¢

Egalité de Leibniz : sont égaux tout les objets ayant les mémes propriétés

z =ysietssi VP, P(x) < P(y)

Au premier ordre :

VL, sie(s,t) alors L[s] < Lt

c'est la loi de remplacement des égaux par des égaux
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Positions
Définition
Une position est une séquence d'entiers > 0 (& séquence vide)

les terme t|,, et t[s], sont définis inductivement par

tle Ztet f(tr--tn)lip=tilp, sii<n

tlsle E s et f(tr---tn)|slip = f(tr---tilslp---tn) sii<m

Exemple
avec t = f(f(a,b), f(c,b)) on atliy =b tla1 =cet

tlf(a, )12 = f(f(a, f(a,d)), f(c,b))

Extension aux litéraux : (=) P(t1,...,tn)|ip = tilp

et (VP ta)[ship 2 ()P(t1 - tilsly - ta)
Propriété : L[t], = L si et ssi L|, =t

Théoréme
Ex 1 e(tlp, s) = e(t, t[s]p) et Ex =1 e(Llp, s) = (L < Lis]p)

J
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Régle de paramodulation

Définition

Si C'V L[t], et DV e(s1,s2) sont deux clauses, 7 est une permutation de
V telle que C'V L[t], et (D V e(s1,s2))m n'ont pas de variables communes,
{i,7} ={1,2} et 0 = unif (¢, s;,m), alors la clause (C'V L[s;r], V D7)o est
une paramodulante de D V ¢(s1,s2) dans C' V L surt.

4

Exemple
P(f(a), (b)) V R(a)
Q(a) V e(f(a),b)
3 P(b, f(b)) V R(a) V Q(a) paramodulante de 2 dans 1 sur f(a)
Exemple
L e(f(y),y)

2. =e(f(f(2)), )
3. =e(f(x),x) param. de 1 dans 2 sur f(f(x)) (ou f(z))

Notes

Notes

v
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Méthode de paramodulation

Notes

Définition
Soit Ry; I'ensemble d'axiomes suivant :

° Vre(z,x)

o Vay---Vaye(f(xy ), f(x1---2,)) pour tout n > 0, f € F

La méthode de paramodulation consiste a transformer des formules sous

forme clausale et a appliquer les régles de résolution, de factorisation et de
paramodulation

W est e-insat. si et ssi il existe une réfutation par paramodulation de ¥ U Ry,

Théoreme (admis) J

(reste vrai avec certaines restrictions de la paramodulation, par exemple

t €V ou s;mo < to pour certains ordres <)
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