Ensimag 2°™€ année

Fondements de Logique pour I'Informatique

Logique du premier ordre
Feuille 4

Exercice 1. Calculer une résolvante de p(zx, f(u,x)) V g(xz,u) et de

_‘p(f(ya (l), f(:l?, f(b7 IL’))) \ q(y,z)

Exercice 2.
Prouver en utilisant la méthode de résolution la correction du raisonnement
suivant :
S (p(x) A VY (r(y) = s(z,9)))

vz (p(z) = Yy (qly) = —s(z,y)))
Ve (r(z) = —q(x))

Exercice 3.

Le raisonnement suivant est-il correct ? répondre en utilisant la méthode de
résolution.

vz (p(x) = (—g(x) A —m(x)))
Va (r(z) = (q(x) vV Iy (s(z,y) Am(y))))
Va ((p(x) Ar(xz) = Jy (s(z,y) A -p(y)))

Exercice 4.
1. Montrer que pour toute théorie I on a 7 (I") =T

2. Montrer que la fonction 7 est croissante, c’est-a-dire que pour tous en-
sembles de formules fermées ® et U, si ® C ¥ alors .7 (®) C 7 (V).

3. Montrer que toute théorie est infinie.

Exercice 5.

1. Pour tout ensemble d’interprétations E, on note ¥ (E) = ﬂ vV (T).

I€E
Montrer que ¥ (F) est une théorie.

2. Pour tout ensemble de formules fermées ®, on note .#(®) ’ensemble des
modeéles de ®. Montrer que 7 (®) = ¥ (A (P)).

Solutions

Exercice 1. Résolvante de p(z, f(u, z))Vq(z,u) et de =p(f(y, a), f(z, f(b,z)))V
q(y, x) : les 2 clauses ont la variable z en commun ; soit 7 = {x — z, z — z} on

unifie p(z, f(u,2)) et p(f(y,a), f(z, f(b,x))r = p(f(y,a), f(z, f(D,2)))
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s [
flu,2) = (2, f(b.2) o o7 fbs o
? z="f(y,a x="f(ba
= s 2= o) 2= S0
U=z —DEkc o —REMP 2 —REMP
a ="z zZ="a

€ =’ f(bv a’)

u :? a

y="b

z :? a

ce qui donne o = {z — f(b,a), u— a, y — b, z+— a}, et la résolvante est
done (q(z,w) V q(y, z)m)o = q(f(b,a),a) V q(b,a)

Exercice 2. Mise sous forme clausale des hypothéses et de la négation de la
conclusion :

Ja (p(a) AVy (r(y) = s(z,y))) — L plar)
2. —r(y) Vs(al,y)
Vo (p(z) = Yy (a(y) = ~s(z,y))) — 3. —p(@)V -a(y) Vv ~s(z,y)

=V (r(zx) = —-q(z)) — 4. r(ag)
5. g(a2)

6. —q(y)V —s(ar,y) résolution 1, 3

7. —s(ai,az) résolution 5, 6

8. —wr(az) résolution 2, 7

9. O résolution 4, 8

Exercice 3. Mise sous forme clausale des hypothéses et de la négation de la
conclusion :

Vz (p(x) = (mg(z) A—m(z))) — —p(a) V —q()
—p(z) vV —m(x)
Va (r(z) = (¢(z) V 3y (s(z,y) Am(y)))) — (@) Vq(z) V sz, fi(z))
(@) V q(z) Vm(fi(z))

vz ((p(x) Ar(x)) = 3y (s(z,y) A-p(y) —
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—p(f1(z)) vV —r(x) Vq(z) résolution 2, 4

—r(az) V q(az) V p(fi(a2)) résolution 3, 7
10.  —r(az2) V q(az) V —r(az) V q(az) résolution 8, 9
11. —wr(az2) V q(az) factorisations 10
12, g(a2) résolution 6, 11
13.  —p(as) résolution 1, 12
14. O résolution 5, 13

Exercice 4.

1. SigpeT alors T |= ¢, et si I' = ¢ alors ¢ € T puisque I' est une théorie.
Onadoncpelsietssil' = psietssipe (), done T =7(T).

2. Si® C VU alors ¥ = @, car si Z est un modéle de toutes les formules de
U c’est a fortiori un modéle de toutes les formules de ®. Donc, pour tout
€ T(P)onad k= pdonec ¥ | ¢ et done p € 7(¥), ce qui prouve
que J(®) C T(V).

3. Une théorie peut-elle étre finie ? Existe-t-il une théorie plus petite que
toutes les autres? Oui, car pour toute théorie I' on a ) C I' et donc
T0) c 7(()=T;70) ={p| E ¢} est donc la plus petite des théories
et il suffit de montrer qu’elle est infinie. Soit £ = {Hl, -—l, -————W ...},
cet ensemble de formules fermées est infini et £ C 7 (0) C T’ qui sont
donc infinis.

Exercice 5.

1. Si¥(E) EpalorsVZ € E,ona ¥ (E) C ¥(Z)donc ¥(Z) = V(E) E ¢,
et ¥(Z) est une théorie donc ¢ € ¥(Z). On a donc ¢ € ¥ (E), ce qui
prouve que ¥ (E) est une théorie.

2. Sip € T(®) alors @ |= ¢, donc pour tout Z € #Z(P)onaZ =@ = ¢

donc ¢ € #(Z). On a donc ¢ € ¥ (#(P)), ce qui prouve que 7 (P) C
V(A (D).
Réciproquement, si ¢ € ¥ (.4 (®)) alors pour toute interprétation Z telle
que Z =P onaZe #(P) donc ¥V (A (P)) C ¥(I), et donc ¢ € ¥(I),
c’est-a-dire Z = . On a donc montré que ® |= ¢ et donc que p € 7 (D).
On obtient donc ¥ (. (®)) C (), d'on I'égaliteé.
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