
Ensimag 2ème année

Fondements de Logique pour l’Informatique
Logique du premier ordre

Feuille 5

Exercice 1. Soit R la relation binaire définie sur N par

n R m si et ssi n ≡ m[2].

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. L’addition est-elle compatible avec R ?
3. On considère la signature Σ = ΣF = {a, s, f} où l’arité de a, s, f est

0, 1, 2 respectivement, et l’ensemble

Ψ = {∀x e(f(x, a), x), ∀x∀y e(f(x, s(y)), s(f(x, y)))}.

Donner un e-modèle infini de Ψ.
4. Donner un modèle infini de Ψ ∪ EΣ qui n’est pas une e-interprétation.

Justifier.
5. Donner un e-modèle fini de Ψ.

Exercice 2. Calculer toutes les paramodulantes entre les deux clauses sui-
vantes :

C = e(f(x, a), b) D = e(f(x, y), x) ∨Q(y)

Exercice 3. On considère le même Ψ que dans l’exercice 1.
1. Montrer par la méthode de résolution que

Ψ |=e e(f(s(a), s(a)), s(s(a)))

2. Montrer la même chose par la méthode de paramodulation.

Exercice 4. Soient I une interprétation quelconque de domaine D 6= ∅ conte-
nant u ∈ D, v un élément tel que D′ = D ] {v}, π la fonction de D′ dans D
telle que π(v) = u et π|D est la fonction identité sur D (π est une projection de
D′ sur D), on note Iuv l’interprétation de domaine D′ définie par :

∀n ∈ N,∀s ∈ Σn,∀u1, . . . , un ∈ D′, sI
u
v (u1, . . . , un)

def
= sI(π(u1), . . . , π(un))

1. Montrer que pour tout terme t et toute valuation θ : V → D′ on a

π(JtKI
u
v

θ ) = JtKIπ◦θ

2. Montrer que Iuv ≡ I
3. Montrer qu’il n’existe pas d’ensemble satisfaisable Ψ tel que tout modèle

de Ψ a un seul élément.
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Solutions

Exercice 1.
1. R est réflexive car n ≡ n[2], elle est symétrique car si n ≡ m[2] alors
m ≡ n[2] et elle est transitive car si n ≡ m[2] et m ≡ k[2] alors n ≡ k[2].

2. L’addition est compatible avec R car si n ≡ n′[2] et m ≡ m′[2] alors
n+m ≡ n′ +m[2] ≡ n′ +m′[2].

3. Soit N la e-interprétation de domaine N telle que aN = 0, sN : n 7→ n+1
et fN : n,m 7→ n+m, alors N |=1 Ψ.

4. Soit I identique àN sauf que eI est la relationR, donc eI est une relation
d’équivalence et comme fI est compatible avec eI on a

I |=1 ∀x1∀y1∀x2∀y2 e(x1, y1) ∧ e(x2, y2)⇒ e(f(x1, x2), f(y1, y2))

de plus sI est compatible avec eI car si n ≡ m[2] alors sI(n) = n+ 1 ≡
m+ 1[2] ≡ sI(m)[2], donc

I |=1 ∀x1∀y1 e(x1, y1)⇒ e(s(x1), s(y1))

et on a donc I |=1 EΣ. De plus n = m implique n ≡ m[2] (l’égalité est
incluse dans tout relation d’équivalence), or N |=1 Ψ donc I |=1 Ψ.

5. On a donc Ie |=1 Ψ et Ie est une e-interprétation. Il y a 2 classes modulo
R : la classe 0[R] = {n ∈ N |n ≡ 0[2]} est l’ensemble des nombres pairs,
la classe 1[R] est l’ensemble des nombres impairs ; le domaine de Ie est
N/R = {n[R] |n ∈ N} = {0[R], 1[R]}, il est donc fini.

Exercice 2. On commence par les paramodulantes de C dans D. On commence
par la plus évidente :

paramodulante de C dans D sur f(x, y) : e(b, x) ∨Q(a)

On peut aussi unifier chaque membre de l’équation C avec chaque occurrence
de variable dans D :

paramodulante de C dans D sur x (occ. 1) : e(f(b, y), f(x, a)) ∨Q(y)

paramodulante de C dans D sur x (occ. 1) : e(f(f(x, a), y), b) ∨Q(y)

paramodulante de C dans D sur y (occ. 1) : e(f(x, b), x) ∨Q(f(y, a))

paramodulante de C dans D sur y (occ. 1) : e(f(x, f(y, a)), x) ∨Q(b)

les paramodulantes sur la deuxième occurrence de x et y sont identiques aux
précédentes.

On calcule maintenant les paramodulantes de D dans C. On commence par
unifier f(x, y) :

paramodulante de D dans C sur f(x, a) : e(x, b) ∨Q(a)

paramodulante de D dans C sur x : e(x, b) ∨Q(y)
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Le deuxième membre de l’équation de D est une variable, on peut donc l’unifier
avec tous les sous-termes de C :

paramodulante de D dans C sur f(x, a) : e(f(f(x, a), y), b) ∨Q(y)

paramodulante de D dans C sur x : e(f(f(x, y), a), b) ∨Q(y)

paramodulante de D dans C sur a : e(f(x, f(a, y)), b) ∨Q(y)

paramodulante de D dans C sur b : e(f(x, a), f(b, y)) ∨Q(y)

Exercice 3.
1. On a Ψ |=e e(f(s(a), s(a)), s(s(a))) si et ssi Ψ ∪ EΣ ∪
{¬e(f(s(a), s(a)), s(s(a)))} est insat, avec

EΣ = {∀x e(x, x),∀x∀y e(x, y)⇒ e(y, x),∀x∀y∀z e(x, y) ∧ e(y, z)⇒ e(x, z),

∀x1∀y1 e(x1, y1)⇒ e(s(x1), s(y1)),

∀x1∀y1∀x2∀y2 e(x1, y1) ∧ e(x2, y2)⇒ e(f(x1, x2), f(y1, y2))}

Après mise sous forme clausale on obtient
1 e(f(x, a), x)
2 e(f(x, s(y)), s(f(x, y)))
3 e(x, x)
4 ¬e(x, y) ∨ e(y, x)
5 ¬e(x, y) ∨ ¬e(y, z) ∨ e(x, z)
6 ¬e(x1, y1) ∨ e(s(x1), s(y1))
7 ¬e(x1, y1) ∨ ¬e(x2, y2) ∨ e(f(x1, x2), f(y1, y2))
8 ¬e(f(s(a), s(a)), s(s(a)))
9 ¬e(f(s(a), s(a)), y) ∨ ¬e(y, s(s(a))) res 8,5
10 ¬e(s(f(s(a), a)), s(s(a))) res 9,2
11 ¬e(f(s(a), a), s(a)) res 10,6
12 � res 11,1

2. On a Ψ |=e e(f(s(a), s(a)), s(s(a))) si et ssi Ψ ∪ RΣ ∪
{¬e(f(s(a), s(a)), s(s(a)))} admet une réfutation par paramodula-
tion, avec

RΣ = {∀x e(x, x),∀x e(s(x), s(x)),∀x∀y e(f(x, y), f(x, y))}

On a donc
1 e(f(x, a), x)
2 e(f(x, s(y)), s(f(x, y)))
3 e(x, x)
4 e(s(x), s(x))
5 e(f(x, y), f(x, y))
6 ¬e(f(s(a), s(a)), s(s(a)))
7 ¬e(s(f(s(a), a)), s(s(a))) param 2 dans 6 sur f(s(a), s(a))
8 ¬e(s(s(a)), s(s(a))) param 1 dans 7 sur f(s(a), a)
9 � res 8,3
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Exercice 4.
1. Par induction sur t :

— π(JaKI
u
v

θ ) = π(aI
u
v ) = aI

u
v = JaKIπ◦θ (car aI

u
v ∈ D)

— π(JxKI
u
v

θ ) = π(θ(x)) = JxKIπ◦θ
— pour f ∈ ΣF

1

π(Jf(t)KI
u
v

θ ) = π(fI
u
v (JtKI

u
v

θ ))

= π(fI(π(JtKI
u
v

θ ))) par def. de fI
u
v

= π(fI(JtKIπ◦θ)) par h.i.
= π(Jf(t)KIπ◦θ) = Jf(t)KIπ◦θ

et de même si f ∈ ΣF
n avec n > 1.

2. On montre par induction sur ϕ que pour toute valusation θ : V → D′ on
a

Iuv , θ |=1 ϕ si et ssi I, π ◦ θ |=1 ϕ

— Pour p ∈ ΣP
1

Iuv , θ |=1 p(t) si et ssi pI
u
v (JtKI

u
v

θ ) = v

si et ssi pI(π(JtKI
u
v

θ )) = v par def. de pI
u
v

si et ssi pI(JtKIπ◦θ) = v par 1.
si et ssi I, π ◦ θ |=1 p(t)

et de même si p ∈ ΣP
n avec n > 1.

— Pour la négation

Iuv , θ |=1 ¬ϕ si et ssi Iuv , θ 6|=1 ϕ

si et ssi I, π ◦ θ 6|=1 ϕ par h.i.
si et ssi I, π ◦ θ |=1 ¬ϕ

et de même pour les autres connectifs propositionnels.
— Pour ∀

Iuv , θ |=1 ∀xϕ si et ssi ∀w ∈ D′, Iuv , θ[x 7→ w] |=1 ϕ

si et ssi ∀w ∈ D′, I, π ◦ (θ[x 7→ w]) |=1 ϕ par h.i.
si et ssi ∀w ∈ D′, I, (π ◦ θ)[x 7→ π(w)] |=1 ϕ

si et ssi ∀w ∈ D, I, (π ◦ θ)[x 7→ w] |=1 ϕ car π surjective
si et ssi I, π ◦ θ |=1 ∀xϕ

et de même pour ∃
Donc pour tout formule fermée ψ on a Iuv |=1 ψ si et ssi I |=1 ψ ; on a
donc Iuv ≡ I.

3. Supposons que I |=1 Ψ et I a pour domaine {u}, alors Iuv a pour domaine
{u, v} de cardinalité 2 et Iuv ≡ I donc Iuv |=1 Ψ, donc Ψ ne peut avoir
que des modèles de cardinalité 1.
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