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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation

L'automatisation du raisonnement est une idée ancienne, puisque Leibniz
imaginait déjà en 1685 qu'il devait être possible de créer une langue univer-
selle et formelle (la characteristica universalis) et un algorithme (le calculus
ratiocinator), qui permettraient de remplacer une fois pour toutes le raison-
nement par le calcul et ainsi résoudre les divergences et con�its. L'optimisme
suscité par de nombreux progrès dans la formalisation des mathématiques,
et caractérisé par l'exclamation de Hilbert en 1930 : �Wir müssen wissen.
Wir werden wissen !� (Nous devons savoir. Nous saurons ! ) s'e�ondra avec
les théorèmes d'incomplétude de Gödel en 1931. Mais si le raisonnement ne
pourra jamais être entièrement remplacé par le calcul, les contextes dans
lesquels il est possible de concevoir des systèmes capables d'e�ectuer des
raisonnements de façon (semi)-automatisée sont de plus en plus nombreux.

Une grande partie des raisonnements e�ectués en logique propositionnelle
sont aujourd'hui complètement automatisés. Les premiers résultats signi�ca-
tifs sur cette logique datent des années 50 avec le programme Logic Theorist
[137], qui a démontré plus des deux tiers des théorèmes en logique proposi-
tionnelle des Principia Mathematica. De nombreuses techniques ont ensuite
été mises au point pour tester la satisfaisabilité d'une formule proposition-
nelle de façon e�cace. Bien qu'étant décidable, ce problème est np-complet,
mais les outils modernes, basés sur des techniques aussi bien algorithmiques
(DPLL [61, 60], CDCL [180]) que d'implémentation (watched literals [133]),
sont capables de résoudre des problèmes contenant des dizaines de milliers de
variables et des millions de clauses en quelques minutes. C'est pourquoi de
nombreux problèmes pratiques sont résolus par traduction en des formules
propositionnelles et appel à des solveurs SAT ; la logique propositionnelle est
encore couramment utilisée en model checking et en reactive system checking.
Encore récemment, un problème ouvert vieux de 35 ans, la bicoloration des
triplets de Pythagore, a été résolu grâce à un solveur SAT ; la preuve formelle

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de ce résultat au format DRAT ayant une taille de plus de 200To [104].

Si plusieurs logiques plus expressives que la logique propositionnelle ont
été le thème de nombreux travaux de recherche, comme par exemple les
logiques modales, la logique la plus expressive et conservant néanmoins de
bonnes propriétés pour l'automatisation est sans doute la logique du premier
ordre. Cette logique est su�samment expressive pour que de nombreuses
autres logiques puissent y être encodées, mais le problème de validité 1 y est
seulement semi-décidable. Ce résultat est basé sur le théorème de Herbrand
qui garantit pour toute formule insatisfaisable l'existence d'un ensemble �ni
d'instances de cette formule qui est également insatisfaisable. Les premiers
démonstrateurs automatiques pour cette logique étaient basés sur une énu-
mération incrémentale des instances de la formule considérée et un test (pro-
positionnel) de la satisfaisabilité de l'ensemble de ces instances [61]. Cette
approche a été drastiquement améliorée après l'introduction de la Résolu-
tion par Robinson [155]. Ce système d'inférence est constitué d'une unique
règle, elle-même basée sur l'uni�cation, et a permis l'implémentation des
premiers démonstrateurs automatiques e�caces. De nombreuses techniques
mises au point, dont la préférence unitaire et l'ensemble support [178] ou
l'algorithme �given clause� [127] ont été intégrés dans Otter [126], le premier
démonstrateur automatique capable de résoudre des problèmes non-triviaux
e�cacement.

Un e�ort particulier a été consacré au traitement de l'égalité en dé-
monstration automatique. Une façon immédiate de procéder est d'inclure
les axiomes de l'égalité à la formule considérée, mais il a rapidement été
constaté qu'il était possible d'obtenir des gains de performance signi�catifs
en concevant des outils dans lesquels le symbole de l'égalité est interprété,
a�n de se passer de ces axiomes. Plusieurs découvertes majeures, dont la
règle de Paramodulation [154] et la complétion de Knuth-Bendix [115], qui
permet d'orienter des équations, ont mené à la dé�nition du calcul de Super-
position [15, 140], qui est utilisé dans une majeure partie des démonstrateurs
automatiques modernes les plus e�caces [172, 105, 174, 157]. Ces di�érentes
améliorations ont mené en 1997 à la résolution automatique d'un problème
de mathématiques vieux de 50 ans : le système EQP a démontré que les al-
gèbres de Robbins sont des algèbres de Boole. Il y a encore de nombreux
travaux visant à améliorer les performances des démonstrateurs automa-
tiques, notamment pour gérer l'explosion combinatoire qui peut se produire
sur certains problèmes, ou à étendre les capacités de ces démonstrateurs
dans l'optique de leur permettre par exemple d'engendrer automatiquement
des contre-exemples [50] ou d'e�ectuer des preuves par induction [42]. De
tels travaux permettent d'augmenter la part du raisonnement qui peut être
mécanisée.

1. Une formule exprimée dans cette logique est-elle valide ?
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1.2 Contributions

Nos travaux de recherche peuvent être classés dans les catégories sui-
vantes.

Solveurs SMT et démonstrateurs automatiques. Les problèmes de sa-
tisfaisabilité modulo des théories (SMT) sont des problèmes pouvant
être modélisés par des ensembles de clauses fermées dont il faut tester
la satisfaisabilité modulo une théorie décidable, comme par exemple
l'arithmétique de Presburger ou la théorie des tableaux. Les solveurs
SMT sont généralement employés pour résoudre des problèmes avec
une structure combinatoire importante, et sont capables de résoudre
de tels problèmes bien plus e�cacement que les démonstrateurs auto-
matiques génériques les plus e�caces, tels ceux basés sur le calcul de
Superposition. Les solveurs SMT nécessitent néanmoins l'implémenta-
tion de procédures spéci�ques pour chaque théorie pouvant être traitée,
tandis que les démonstrateurs automatiques peuvent être employés uni-
formément pour n'importe quel problème de logique équationnelle du
premier ordre. Nous avons étudié comment combiner les points forts de
ces deux types d'outils, et étendre les fonctionnalités de solveurs SMT
à l'aide de démonstrateurs automatiques. L'objectif de ces travaux est
d'obtenir, à partir de solveurs pour des théories de base, des outils
capables de résoudre des problèmes dans des théories plus complexes,
dans des combinaisons de théories, ou encore de résoudre des problèmes
contenant des clauses qui ne sont pas fermées. Ces travaux sont décrits
dans le Chapitre 3, et ont été publiés dans [31, 32, 33, 34, 35].

Méthodes d'instanciation. Dans la continuation des travaux précédents,
nous avons mis au point des méthodes d'instanciation génériques pou-
vant être utilisées pour résoudre de nombreux problèmes SMT, en les
réduisant à des instances de problèmes dans des théories plus simples.
Par exemple, ces méthodes permettent de réduire des problèmes dans
la théorie des tableaux avec indices entiers à des problèmes en arithmé-
tique de Presburger. Nous avons également montré comment, partant
de méthodes d'instanciation pour certaines théories, construire auto-
matiquement des méthodes d'instanciation dans des combinaisons de
plus en plus complexes de ces théories. Les méthodes d'instanciation
proposées ont été développées avec un impératif d'e�cacité et les for-
mules sont instanciées le moins possible. Ces méthodes sont donc in-
complètes en général, et nous avons dé�ni des critères syntaxiques ga-
rantissant leur complétude. Nous avons montré que ces méthodes sont
complètes pour de nombreuses théories fréquemment utilisées dans les
problèmes SMT. Ces travaux sont décrits dans le Chapitre 4, et ont
été publiés dans [71, 81, 82, 83].

Raisonnement par induction. La recherche des conséquences inductives
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d'une théorie est une tâche complexe, qui est impossible à automatiser
dans le cas général. Deux des techniques fréquemment employées pour
cette tâche sont l'induction explicite, dans laquelle le schéma d'induc-
tion est encodé dans le système d'inférence et l'aide de l'utilisateur peut
être requise pour déterminer les invariants adéquats, et l'induction sans
induction, qui réduit la preuve d'un théorème inductif à une preuve de
consistance d'un ensemble bien dé�ni d'axiomes. Nous avons exploré
comment intégrer le raisonnement inductif dans di�érentes procédures
de preuve pour la logique du premier ordre. Nous avons ainsi construit
un système d'inférence basé sur la méthode des tableaux permettant
d'e�ectuer des raisonnements sur des structures dé�nies par induction
structurelle, et étudié l'intégration de ce mode de raisonnement dans
des procédures de preuve basées sur la saturation, comme la Résolu-
tion ou le calcul de Superposition. Le principe des procédures mises
au point est la détection de cycles dans les formules engendrées ; sous
certaines conditions, ces cycles exhibent l'occurrence d'un invariant in-
ductif qui, une fois identi�é, permet de résoudre le problème considéré
de façon standard. Ces travaux sont décrits dans le Chapitre 5, et ont
été publiés dans [9, 73].

Raisonnement par abduction. Le but du raisonnement par abduction
est d'engendrer des hypothèses permettant d'expliquer des observations
imprévues. Une application de ce mode de raisonnement est la véri�ca-
tion automatique de circuits et de programmes, où les hypothèses ont
pour but d'expliquer pourquoi un système ne fonctionne pas comme
prévu. Si ce mode de raisonnement a été largement étudié en logique
propositionnelle à cause de ses nombreuses applications à l'Intelligence
Arti�cielle, il y a beaucoup moins de travaux sur ce thème dans des
logiques plus expressives. Nous avons exploré comment adapter des
procédures basées sur la saturation pour engendrer les ensembles d'hy-
pothèses recherchées dans le cadre de la logique équationnelle, domaine
sur lequel aucune recherche n'avait été menée auparavant. Ces hypo-
thèses sont engendrées en résolvant un problème dual à la recherche
d'hypothèses manquantes : la recherche des impliqués premiers d'une
formule. Nous avons ainsi dé�ni plusieurs calculs qui di�èrent prin-
cipalement par la façon dont sont traités les symboles pouvant être
utilisés pour construire les hypothèses manquantes. Les expérimenta-
tions sur les outils développés ont permis de comparer leur e�cacité
à celle d'autres outils permettant de résoudre des problèmes d'abduc-
tion. Ces travaux sont décrits dans le Chapitre 6, et ont été publiés
dans [72, 75, 76, 78, 77, 79, 80, 85].
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Chapitre 3

Démonstrateurs automatiques

et problèmes SMT

3.1 Présentation

Une des façons de s'assurer qu'un système � comme par exemple un lo-
giciel � véri�e bien certains critères ou spéci�cations est de construire une
formule logique qui est valide si et seulement si le système véri�e les cri-
tères en question. Cette approche permet donc de garantir qu'un système ne
contient aucune erreur en testant la validité (ou, de façon duale, la satisfai-
sabilité) de la formule construite. Dans certains cas, les traductions peuvent
s'opérer vers des formules de logique propositionnelle, pour lesquelles il existe
des outils de résolution très e�caces, mais en général, la complexité des sys-
tèmes considéré nécessite l'emploi de logiques plus expressives pour obtenir
une traduction plus compacte et souvent plus naturelle. Nous nous intéres-
sons ici plus particulièrement au cas où le système peut être traduit en une
formule en logique équationnelle du premier ordre. Les formules considérées
sont généralement des ensembles de clauses qui se décomposent en deux par-
ties : un ensemble de clauses non fermées dé�nissant les propriétés des objets
apparaissant dans les formules, comme par exemple les propriétés des struc-
tures de données utilisées dans un programme, tels les listes ou les tableaux ;
et un ensemble de clauses fermées traduisant le comportement du système.
Le premier ensemble de clauses peut être considéré comme un ensemble
d'axiomes dé�nissant une théorie, et le problème consiste alors à trouver un
modèle de l'ensemble de clauses traduisant le comportement du système qui
ne contredit pas la théorie. Il s'agit donc de tester la satisfaisabilité d'un
ensemble de clauses fermées modulo une théorie, d'où l'appellation générale
de problème de satisfaisabilité modulo des théories, ou problème SMT. Un
outil capable de résoudre de tels problèmes pour une théorie T donnée est
appelé une procédure de T -décision (voir par exemple [20]).

Dans le cas général, cette approche est évidement limitée puisque la lo-

17



18 CHAPITRE 3. DÉMONSTRATEURS ET PROBLÈMES SMT

gique du premier ordre est semi-décidable : si une formule est valide, ceci
peut être démontré automatiquement, mais si elle ne l'est pas, il n'y a aucune
garantie qu'un démonstrateur puisse le détecter. De nombreux travaux de re-
cherche portent sur l'identi�cation de classes de formules ou de restrictions
de structures pour lesquelles il existe des procédures de décision, c'est-à-dire
des programmes capables de décider si une formule de cette classe est valide
ou non. Plusieurs résultats classiques ont permis d'identi�er certaines de ces
classes et restrictions de structures, comme le calcul des prédicats du premier
ordre monadique [119], la classe de Bernays-Schön�nkel-Ramsey [23, 150], la
classe d'Ackermann [2] ou encore l'arithmétique de Presburger [147, 162].
D'autres classes ont été identi�ées par la communauté de chercheurs tra-
vaillant sur les problèmes SMT, qui ont prouvé que ces problèmes sont dé-
cidables pour de nombreuses théories, dont celles dé�nissant les structures
de données employées dans des programmes, telles les listes, les tableaux ou
les tableaux de bits. En complément à la recherche de procédures de déci-
sion pour des théories données, de nombreux travaux ont été consacrés à
la mise en place d'implémentations e�caces de ces procédures, capables de
supporter une montée en charge. En e�et, les formules logiques décrivant le
comportement de systèmes sont souvent de taille très importante, et néces-
sitent des millions de symboles. En général, la taille importante des formules
considérées est due à leur structure combinatoire, et une première approche
a consisté en l'utilisation des outils qui ont été mis au point pour tester
la satisfaisabilité de formules en logique propositionnelle pour résoudre les
problèmes SMT. Le principe de cette approche est basé sur la conversion
du problème SMT à tester en une formule propositionnelle équisatisfaisable,
avant de faire appel à un solveur SAT pour en tester la satisfaisabilité. Les
travaux menés sur cette thématique portaient principalement sur la mise au
point des algorithmes de conversion les plus e�caces possibles a�n que les
tailles des problèmes SMT et de leurs traductions propositionnelles restent
du même ordre de grandeur [19]. L'intérêt de cette approche est que, une fois
la transformation opérée, il est possible de se servir de n'importe quel sol-
veur SAT pour résoudre le problème considéré. Ceci permet donc d'exploiter
des années de recherche sur la mise au point de solveurs SAT e�caces ; les
solveurs SAT les plus performants étant capables de résoudre e�cacement
des problèmes comprenant des milliers de variables et des millions de clauses.
Cette approche a néanmoins deux inconvénients majeurs : dans de nombreux
cas, la conversion du problème SMT en problème SAT peut résulter en une
formule propositionnelle quadratiquement plus large que celle d'entrée, pour
laquelle même les solveurs SAT les plus e�caces ne peuvent pas fournir de
réponse en un temps raisonnable. Un autre inconvénient est que la traduction
en formule propositionnelle peut rompre la structure du problème d'origine
et en rendre sa résolution plus compliquée.

A�n de remédier à ces problèmes, il est possible d'adopter une technique
consistant à intercaler des phases de raisonnement sur la partie proposition-
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Figure 3.1 � Conversion SMT → SAT.

nelle des problèmes SMT avec des phases de raisonnement sur la théorie
sous-jacente : c'est l'approche dpll(T ) [139]. Conceptuellement, la phase
de raisonnement sur la partie propositionnelle du problème est basée sur
l'algorithme dpll [61, 60], et plus précisément sur son ra�nement cdcl
(con�ict-driven clause learning) [180] ; tandis que la phase de raisonnement
sur la théorie sous-jacente est e�ectuée par un outil capable de décider si
une conjonction de littéraux est satisfaisable modulo cette théorie. Cette ap-
proche met donc en interaction deux outils : un solveur SAT et une procédure
dite de T -satisfaisabilité. Etant donné un problème SMT S dont la théorie
sous-jacente est T , l'algorithme procède de la façon suivante (voir aussi la
Figure 3.2) :

� La formule S est abstraite en une formule propositionnelle Ψ(S), en
remplaçant chaque atome par un symbole propositionnel. Si la formule
Ψ(S) est insatisfaisable, alors il est clair que S l'est également.

� Un solveur SAT cherche à trouver un modèle de Ψ(S). S'il n'en existe
aucun, l'algorithme renvoie INSAT.

� Si le solveur exhibe un modèle M ′
def

= Ψ(M), M ′ étant donc un en-
semble de littéraux propositionnels, la procédure de T -satisfaisabilité
est invoquée sur l'ensembleM constitué des littéraux dontM ′ est l'abs-
traction. Si M est T -satisfaisable, alors l'algorithme renvoit SAT car
un modèle a été trouvé pour le problème de départ.

� Si la procédure de T -satisfaisabilité renvoit INSAT, alors l'abstraction
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Ψ(S) est ra�née a�n d'empêcherM ′ d'en être un modèle, et le solveur
SAT est à nouveau invoqué.

Pour construire un solveur SMT pour une théorie T donnée avec cette
approche, il su�t donc d'implémenter une procédure de T -satisfaisabilité à
faire interagir avec un solveur SAT. Evidemment, la conception d'une procé-
dure de T -satisfaisabilité est loin d'être triviale, puisqu'il faut démontrer que
la procédure est correcte (si elle renvoit INSAT alors la formule en entrée est
insatisfaisable modulo T ) et complète (si elle renvoit SAT, alors il existe un
modèle de la formule modulo T ). Il faut de plus s'assurer qu'aucune erreur
d'implémentation n'a été introduite lors du développement de la procédure.
Une grande majorité des solveurs SMT modernes sont néanmoins basés sur
cette approche et sur ses améliorations, comme par exemple l'extraction
par la procédure de T -satisfaisabilité du plus d'information possible quand
un ensemble de littéraux n'est pas satisfaisable, a�n de ra�ner l'abstraction
propositionnelle considérée le plus e�cacement possible. D'autres techniques
ont été mises au point pour gagner en e�cacité. Ainsi, les procédures de T -
satisfaisabilité modernes sont incrémentales : si une telle procédure a été
invoquée avec une conjonction donnée de littéraux et que la procédure doit
à nouveau être invoquée avec la même conjonction à laquelle un littéral a
été ajouté, alors le nouveau test peut être e�ectué à moindre coût. Une telle
caractéristique permet une interaction plus forte entre le solveur SAT et la
procédure de T -satisfaisabilité, puisque la recherche d'un modèle peut être
e�ectuée incrémentalement, à chaque fois que le solveur SAT exhibe un lit-
téral qui fait partie du modèle potentiel. Les procédures de T -satisfaisabilité
modernes sont également capables d'e�ectuer des retours sur trace, a�n de
pouvoir par exemple tester des conjonctions de littéraux qui ne di�èrent
que d'un élément sans devoir refaire l'intégralité des calculs à chaque fois.
L'approche dpll(T ) est adoptée par la grande majorité des solveurs SMT
récents, dont les performances peuvent être comparées lors de compétitions
[18], sur des benchmarks accessibles à tous 1 [17].

Se posent alors deux questions :
� Est-il possible d'utiliser des procédures de T -satisfaisabilité existantes
quand la théorie considérée est une combinaison, comme par exemple
l'union de deux théories plus simples ? Ainsi, peut-on tester qu'une for-
mule est satisfaisable modulo la combinaison de la théorie des tableaux
et celle des listes en se servant des procédures de T -satisfaisabilité des
théories individuelles ?

� Est-il nécessaire d'implémenter une nouvelle procédure de T -satisfai-
sabilité quand la théorie considérée est une extension d'une théorie
plus simple ? Par exemple, si une formule encode (à l'aide de quanti�-
cateurs) le fait que tous les éléments d'un tableau sont distincts deux à
deux, est-il nécessaire d'implémenter une procédure de T -satisfaisabilité

1. http://smtlib.cs.uiowa.edu/

http://smtlib.cs.uiowa.edu/
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Figure 3.2 � Approche dpll(T ).

spéci�que pour les tableaux dont tous les éléments sont distincts deux
à deux ?

Ces questions surviennent naturellement puisque par exemple, il est fréquent
d'avoir des problèmes de véri�cation sur des programmes manipulant simul-
tanément plusieurs structures de données di�érentes, et de spéci�er que cer-
taines propriétés doivent être véri�ées sur ces structures (un exemple est
la spéci�cation qu'un tableau doit être trié, ce qui nécessite de faire inter-
agir la théorie décrivant les tableaux et celle décrivant la relation d'ordre
sur ses éléments). Une réponse standard à la première question est l'em-
ploi des algorithmes de combinaison proposés par Nelson et Oppen [136]
ou Shostak [159]. Ces algorithmes permettent de faire interagir les procé-
dures de T -satisfaisabilité de plusieurs théories pour tester la satisfaisabilité
d'une formule modulo l'union de ces théories. Ils ont été conçus dans le
cadre où les théories considérées ne contiennent aucun symbole en commun
autre que le prédicat de l'égalité et sont de stable-in�nité 2. De nombreux
travaux ont étendu ces algorithmes à des cas plus généraux, dans lesquels
les théories peuvent avoir des symboles en commun ou encore ne pas être
de stable-in�nité [167, 96, 179, 91, 13, 53]. D'autres travaux de recherche
ont pour but de répondre par la négative à la deuxième question en ajou-
tant aux solveurs SMT des procédures d'instanciation. Le principe est de

2. Une théorie T est de stable-in�nité si toute formule T -satisfaisable admet un modèle
de domaine in�ni.
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remplacer les clauses contenant des variables autres que les axiomes de base
de la théorie considérée par un nombre su�sant d'instances pour garantir
que l'ensemble de clauses obtenu est satisfaisable exactement quand le pro-
blème d'origine est satisfaisable. Comme il est possible qu'il n'existe aucune
procédure d'instanciation complète pour une théorie donnée, de nombreux
solveurs SMT emploient des heuristiques a�n d'instancier les clauses avec
des variables [66, 64, 94, 70], mais certains travaux de recherche portent sur
l'identi�cation de classes de formules pour lesquelles des procédures d'ins-
tanciation complètes peuvent être employées en complément de procédures
de T -satisfaisabilité [44, 95].

Utilisation de démonstrateurs automatiques

Une façon conceptuellement simple de répondre aux deux questions du
paragraphe précédent est de se servir d'un démonstrateur automatique pour
la logique équationnelle du premier ordre. Pour tester si une formule est
satisfaisable modulo une théorie T qui est dé�nissable par un ensemble �ni
d'axiomes, il su�t de fournir au démonstrateur cette formule avec les axiomes
dé�nissant T . Si T est l'union de plusieurs théories, alors il su�t de fournir
au démonstrateur l'union des axiomes dé�nissant chacune des théories, et si
la formule en entrée contient des clauses avec des variables, ces clauses sont
ajoutées au démonstrateur de façon transparente. Comme un démonstrateur
automatique est complet pour la réfutation, il est garanti que si le problème
SMT fourni en entrée est insatisfaisable, alors le démonstrateur en construira
une réfutation. Si la formule SMT est satisfaisable, alors le démonstrateur
automatique engendrera un ensemble saturé dont peut être extrait un modèle
de la formule. Il se peut cependant que l'ensemble saturé soit in�ni, dans quel
cas le démonstrateur ne terminera pas. Pour garantir qu'un démonstrateur
peut être utilisé comme un solveur SMT pour une théorie donnée, il faut donc
s'assurer que, quelque soit l'ensemble de clauses fermées fourni en entrée,
l'ensemble saturé construit par le démonstrateur est �ni.

Les démonstrateurs automatiques pour la logique équationnelle du pre-
mier ordre les plus e�caces sont basés sur le calcul de Superposition SP
[140]. Ce calcul peut être vu comme une extension du calcul de résolution
[118] qui intègre le raisonnement équationnel de façon e�cace, notamment
grâce à la réécriture et à des restrictions sur les inférences possibles, basées
par exemple sur des relations d'ordre. Des travaux ont eu pour but d'iden-
ti�er des théories pour lesquelles les démonstrateurs basés sur le calcul de
Superposition peuvent être utilisés comme procédures de T -satisfaisabilité,
et plusieurs théories ont été identifées, par exemple dans [11, 10]. Les théo-
ries identi�ées permettent principalement de dé�nir des structures de don-
nées dans des programmes, mais d'autres théories comme celle dé�nissant
les homomorphismes ou bien celle dé�nissant les ensembles �nis peuvent
être traitées par des démonstrateurs automatiques. Dans [10], les auteurs
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ont également identi�é une condition su�sante portant sur les théories, la
variable-inactivité, qui garantit qu'un démonstrateur qui termine sur des
théories variable-inactives, termine également sur leur combinaison. Intuiti-
vement, ceci peut s'expliquer par le fait que toute théorie variable-inactive
est de stable-in�nité [36, 121]. D'autres travaux ont eu pour but de générali-
ser ces résultats, que ce soit en dé�nissant des transformations de problèmes
pour se servir d'un démonstrateur dans le cas de théories dé�nies par des
ensembles in�nis d'axiomes [10], ou en dé�nissant des procédures permettant
de tester automatiquement des résultats de terminaison d'une part [120], et
de combinaison d'autre part [121, 171]. Des études théoriques et expérimen-
tales ont également été menées pour évaluer l'e�cacité des procédures de
T -satisfaisabilité résultantes [11, 10]. D'un point de vue théorique, une me-
sure de cette e�cacité est l'estimation du rapport entre le nombre de clauses
engendrées dans le pire cas par le démonstrateur et le nombre de clauses
dans l'ensemble de départ. Ce rapport peut être exponentiel, c'est le cas par
exemple pour la théorie des tableaux 3, mais il est polynomial pour de nom-
breuses théories, ce qui garantit qu'un démonstrateur automatique peut être
employé comme procédure de T -satisfaisabilité e�cace pour ces dernières.

3.2 Décidabilité et complexité

3.2.1 T -satisfaisabilité de structures de données récursives

et acycliques

Il est possible de se servir d'un démonstrateur automatique pour tester
la satisfaisabilité d'une formule modulo une théorie T dé�nie par un en-
semble in�ni d'axiomes en associant au problème d'origine un ensemble �ni
de clauses sur lequel le démonstrateur termine, et qui est satisfaisable si et
seulement si le problème d'origine est T -satisfaisable. Nous avons étudié dans
[32] l'application de cette technique au cas des structures de données récur-
sives et acycliques. Pour un paramètre k donné, ces structures sont dé�nies
par l'ensemble in�ni R d'axiomes suivant :

seli(cons(x1, . . . , xk)) ' xi pour i = 1, . . . , k,

cons(sel1(x), . . . , selk(x)) ' x,

t[x] 6' x,

où t représente un terme construit sur les symboles sel1, . . . , selk, qui contient
une occurrence de x ; notons Ac l'ensemble des axiomes de la forme t[x] 6' x.
Nous avons construit un algorithme permettant de transformer tout pro-
blème de T -satisfaisabilité dans cette théorie en un ensemble �ni de clauses
qui lui est équisatisfaisable. Cette transformation se déroule en deux étapes :

3. Ce résultat est prévisible car le problème de satisfaisabilité modulo la théorie des
tableaux est NP-complet [67]
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� Nous avons introduit l'axiome d'extensionalité suivant :

ext :
k∧

i=1

(seli(x) ' seli(y))⇒ x ' y,

et montré comment transformer un ensemble de clauses fermées S en
un ensemble de clauses fermées S′ tel que R∪ S est satisfaisable si et
seulement si {ext} ∪ Ac ∪ S′ l'est également. La transformation que
nous avons dé�nie est linéaire en la taille de S.

� Nous avons prouvé qu'il existe un entier n au plus égal à la taille de S,
tel que si Ac[n] représente l'ensemble des éléments de Ac de la forme
t[x] 6' x où t est de longueur au plus n, alors {ext} ∪ Ac ∪ S′ et
{ext} ∪Ac[n] ∪ S′ sont équisatisfaisables.

En�n, nous avons démontré que le calcul de Superposition termine sur tout
ensemble de la forme {ext}∪Ac[n]∪S′, prouvant ainsi qu'un démonstrateur
automatique peut être employé comme procédure de T -satisfaisabilité pour
la théorie des structures de données récursives et acycliques.

3.2.2 Des procédures de T -satisfaisabilité polynomiales

Bien qu'un démonstrateur automatique puisse être utilisé comme pro-
cédure de T -satisfaisabilité pour de nombreuses théories, l'e�cacité de la
procédure résultante n'était pas satisfaisante pour certaines d'entre elles.
C'est le cas par exemple pour la théorie des integer o�sets, qui est une struc-
ture de données récursive acyclique avec un constructeur d'arité 1 et un
seul sélecteur. Un démonstrateur utilisé pour résoudre des problèmes dans
cette théorie engendre un nombre exponentiel de clauses, alors qu'il existe
des procédures de T -satisfaisabilité polynomiales pour cette théorie (voir
par exemple [138]). Une étude détaillée des inférences réalisées par un dé-
monstrateur sur les problèmes dans cette théorie nous a permis d'a�ner la
transformation présentée dans le paragraphe précédent, et de fournir au dé-
monstrateur un ensemble de clauses dont la taille est linéaire en celle du
problème d'origine, et pour lequel il est garanti que le démonstrateur en-
gendre un nombre polynomial de clauses. Nous avons ainsi prouvé dans [34]
qu'un démonstrateur automatique pouvait être utilisé comme procédure de
T -satisfaisabilité polynomiale pour cette théorie.

Nous avons également dé�ni dans [34] une procédure de T -satisfaisabilité
polynomiale pour la théorie des enregistrements avec extension. La théorie
des enregistrements, paramétrée par k est dé�nie par l'ensemble E d'axiomes
suivant :

rselecti(rstorei(x, v)) ' v pour 1 ≤ i ≤ k
rselecti(rstorej(x, v)) ' rselecti(x) pour 1 ≤ i 6= j ≤ k

La théorie des enregistrements avec extension est dé�nie par les axiomes
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ci-dessus et par l'axiome d'extensionnalité

k∧
i=1

(rselecti(y) ' rselecti(y))⇒ x ' y.

Alors que les problèmes de T -satisfaisabilité peuvent être résolus en temps
polynomial pour la théorie des enregistrements [10], il n'en est pas de même
pour la théorie des enregistrements avec extension, où un nombre exponen-
tiel de clauses peuvent être engendrées. Nous avons dé�ni une tranforma-
tion du problème d'origine qui permet de résoudre les mêmes problèmes en
temps polynomial. La transformation décompose le problème d'origine S en
un ensemble S1 de clauses unitaires positives et un ensemble S2 de clauses
négatives tels que S est satisfaisable modulo la théorie des enregistrements
avec extensionnalité si et seulement si E ∪ S1 ∪ S2 est satisfaisable. Nous
avons montré que le calcul de Superposition appliqué à E ∪ S1 engendre un
nombre polynomial de clauses qui sont toutes unitaires, et qu'il est possible
d'en extraire en temps polynomial un sous-ensemble F de clauses fermées
tel que E ∪ S1 ∪ S2 et F ∪ S2 sont équisatisfaisables. Ce dernier ensemble ne
contient que des clauses de Horn, et sa satisfaisabilité peut donc être testée
en temps polynomial.

3.3 Démonstrateurs et procédures de T -décision
Nous nous sommes intéressés à la question suivante : pour quelles théories

est-il possible de se servir d'un démonstrateur automatique pour construire
une procédure de T -décision ? Quand le démonstrateur est une procédure de
T -satisfaisabilité, une solution simple à ce problème est de considérer une
forme normale disjonctive

∨n
i=1 Fi équivalente à S, et d'invoquer le démons-

trateur sur chaque ensemble 4 T ∪Fi. Il est cependant clair que cette solution
n'est pas e�cace. Nous avons donc d'abord étudié pour quelles théories il
est garanti que le démonstrateur terminera sur des entrées comprenant les
axiomes de la théorie et un ensemble quelconque de clauses fermées, qui ne
sont pas nécessairement unitaires.

L'approche employée dans [11, 10] pour prouver que SP est une pro-
cédure de T -satisfaisabilité consiste à énumérer les di�érentes formes des
clauses qui peuvent être engendrées par le système d'inférence. S'il y a un
nombre �ni de catégories de clauses et que chacune de ces catégories ne peut
contenir qu'un ensemble �ni de clauses, ceci signi�e que tout démonstrateur
implémentant SP termine pour tout problème de T -satisfaisabilité. Cette
méthode est di�cile à étendre aux problèmes de T -décision, pour lesquels
il faut démontrer la terminaison d'un démonstrateur non plus pour un en-
semble de clauses unitaires fermées, mais pour un ensemble de clauses fermées

4. Nous confondons ici une conjonction de littéraux avec l'ensemble de clauses unitaires
correspondant.
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quelconque. De plus, il doit être répété pour chaque théorie, et ces énumé-
rations à la main peuvent être longues et sources d'erreurs. C'est pourquoi
dans les travaux décrits ci-dessous, nous avons cherché des caractérisations
syntaxiques des classes de formules sur lesquelles les techniques proposées
peuvent être utilisées.

Aplatissement d'ensembles de clauses. A�n de démontrer des résul-
tats de terminaison sur des systèmes d'inférence, il est nécessaire de pouvoir
contrôler les inférences qui sont e�ectuées. C'est pour ceci que dans ce qui
suit, les ensembles de clauses fournis en entrée sont systématiquement aplatis.
La procédure d'aplatissement consiste en l'introduction de nouveaux sym-
boles de constantes qui ont pour rôle de désigner des termes de profondeur
non-nulle qui apparaissent dans l'ensemble d'origine, et le remplacement de
ces sous-termes par la constante les désignant. Par exemple, si S est l'en-
semble {f(f(a)) ' b ∨ g(f(a)) 6' f(b)}, alors l'ensemble suivant est un apla-
tissement de S :

{f(a) ' c1, f(c1) ' c2, g(c1) ' c3, f(b) ' c4, c2 ' b ∨ c3 6' c4} .

Cette opération permet de décomposer tout ensemble de clauses fermées S
en :

� Un ensemble de clauses unitaires Sf , chaque clause dans Sf étant de
la forme f(a) ' b ;

� Un ensemble de clauses plates S0, chaque terme apparaissant dans S0
étant une constante.

L'ensemble Sf correspond à un ensemble de dé�nitions des constantes nou-
vellement introduites, et l'ensemble S0 contient la structure booléenne du
problème d'origine. Pour tout ensemble fermé S et toute théorie T , l'en-
semble T ∪S est satisfaisable si et seulement si T ∪Sf ∪S0 est satisfaisable.

3.3.1 Utilisation d'un démonstrateur uniquement

Une première façon de s'assurer qu'un démonstrateur automatique peut
être utilisé comme procédure de T -décision a été étudiée dans [31]. Cette
approche est basée sur le constat que, pour la plupart des théories employées
dans la communauté SMT, les axiomes dé�nissant la théorie peuvent être
séparés en deux catégories :

� Les axiomes dé�nissant les propriétés des symboles de fonction inter-
prétés ;

� Les axiomes spéci�ant la façon dont interagissent ces symboles de fonc-
tion interprétés.

Prenons par exemple la théorie des tableaux avec extensionalité. Cette théo-
rie comporte deux symboles de fonctions interprétés : store, un symbole
d'arité 3 qui permet d'insérer un élément dans un tableau, et select, un
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∀x, z, v. select(store(x, z, v), z) ' v (3.1)

∀x, z, v, w. z ' w ∨ select(store(x, z, v), w) ' select(x,w) (3.2)

∀x, y. (∀z.select(x, z) ' select(y, z))⇒ x ' y (3.3)

Figure 3.3 � Axiomes de la théorie des tableaux avec extensionalité

symbole d'arité 2 qui permet de lire la valeur d'un élément stocké dans un
tableau. Dans cette théorie, deux tableaux dont les éléments stockés à des
indices identiques sont identiques, doivent nécessairement être égaux. For-
mellement, cette théorie est dé�nie par les axiomes de la Figure 3.3. L'axiome
3.3 spéci�e une propriété de la fonction select, et les axiomes 3.1 et 3.2 dé�-
nissent les interactions entre select et store.

Une instance d'un problème de T -décision peut alors être représentée
par un triplet 〈Tf , Td, Ti〉, où Tf est un ensemble de clauses fermées et T =
Td ∪ Ti. Chaque clause dans Td représente une propriété d'un symbole de
fonction, et chaque clause dans Ti représente une propriété d'interaction
entre deux symboles de fonctions. Nous avons montré que pour certaines
théories, il est possible d'associer à chaque problème de T -décision un tel
triplet et que toutes les clauses engendrées par le calcul de Superposition
sont dans un de ces ensembles. C'est le cas par exemple de la théorie des
tableaux. Si S = {store(a, i, e) ' b}, alors SP appliqué à l'axiome (3.1) et à
la clause dans S engendre la clause fermée select(b, i) ' e qui est dans Tf ,
et SP appliquée à l'axiome (3.2) et à la clause dans S engendre la clause
i ' w ∨ select(b, w) ' select(a,w) qui spéci�e une propriété du symbole
select, et est donc dans Td.

Nous avons étudié précisément pour quelles théories l'existence des trois
ensembles �nis de clauses est garantie. Nous avons dé�ni un ensemble de
conditions sur chaque élément de ce triplet ; tout triplet véri�ant l'ensemble
des conditions est sous-terme inactif, et une théorie T est sous-terme inac-
tive si elle peut être décomposée en un triplet sous-terme inactif. Intuitive-
ment, les conditions imposées aux di�érents éléments du triplet permettent
de contrôler les inférences du calcul de Superposition, et permettent de ga-
rantir des propriétés de �nitude qui impliquent la terminaison du calcul sur
l'ensemble de clauses de départ. La propriété d'inactivité des sous-termes
n'est pas impactée par l'ajout d'un ensemble de clauses fermées : plus préci-
sément, si 〈Tf , Td, Ti〉 est sous-terme inactif et Sf ∪ S0 est un aplatissement
de S, alors 〈Sf∪S0∪Tf , Td, Ti〉 est également sous-terme inactif. La propriété
d'inactivité des sous-termes permet donc de garantir qu'un démonstrateur
implémentant le calcul de Superposition peut être utilisé comme procédure
de T -décision. Plusieurs théories, dont la théorie des tableaux et certaines de
ses extensions [31], les structures de données récursives et les ensembles �nis
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Figure 3.4 � Une procédure de T -décision basée sur un démonstrateur.

[11] sont sous-terme inactives. Une caractéristique importante des condi-
tions faisant qu'une théorie est sous-terme inactive est que, même si elles
sont nombreuses, une seule d'entre elles n'est pas syntaxique et ne peut pas
être véri�ée automatiquement ; et cette condition doit également être véri�ée
dans l'approche employée dans [11, 10].

La notion de sous-terme inactivité apporte une première réponse à la
façon dont il est possible de garantir qu'un démonstrateur automatique peut
être utilisé dans une procédure de T -décision. Cette solution n'est cependant
pas entièrement satisfaisante. Une raison principale est que, comme expliqué
précédemment, la conversion d'un ensemble de clauses en formule en forme
normale disjonctive permet de se servir d'une procédure de T -satisfaisabilité
dans une procédure de T -décision. Ceci signi�e qu'intuitivement, on peut
s'attendre à ce qu'un démonstrateur qui peut être utilisé comme procédure
de T -satisfaisabilité puisse être utilisé comme procédure de T -décision. Or,
un démonstrateur peut être utilisé comme procédure de T -satisfaisabilité
pour certaines théories, comme la théorie des listes éventuellement vides, qui
ne sont pas sous-terme inactives. De plus, bien que la plupart des conditions
que doit véri�er une théorie sous-terme inactive peuvent l'être automati-
quement, ces conditions interagissent de façon complexe et il est di�cile de
savoir si certaines d'entre elles peuvent être relâchées pour obtenir une classe
de théories plus large. Nous avions démontré que toute théorie sous-terme
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inactive est également variable-inactive. La propriété de variable-inactivité
avait été identi�ée dans [10], comme condition su�sante de modularité : un
démonstrateur qui est à la fois une procédure de T1-satisfaisabilité et de T2-
satisfaisabilité est une procédure de (T1 ∪ T2)-satisfaisabilité à chaque fois
que T1 et T2 sont variable-inactives. Nous avons montré dans [34] comment
transformer une procédure de T -satisfaisabilité en procédure de T -décision
quand T est variable-inactive. Le principe est le suivant (voir la Figure 3.4).
Après aplatissement de la formule d'entrée S, le démonstrateur est invoqué
sur l'ensemble T ∪Sf . Par hypothèse, le démonstrateur est une procédure de
T -satisfaisabilité et termine, engendrant l'ensemble de clauses persistantes
S∞. Le démonstrateur est à nouveau invoqué sur l'ensemble S∞∪S0. Cet en-
semble est satisfaisable si et seulement si T ∪S l'est également, et nous avons
prouvé que le démonstrateur termine nécessairement sur S∞∪S0 quand T est
variable-inactive. Ce résultat permet donc de prouver qu'un démonstrateur
automatique qui peut être utilisé comme procédure de T -satisfaisabilité peut
également être utilisé comme procédure de T -décision quand T est variable-
inactive. C'est le cas de toutes les théories considérées dans [11, 10, 31, 32]
pour lesquelles ce résultat est donc valable.

3.3.2 Démonstrateur faiblement couplé à un solveur SMT

Une autre façon dont un démonstrateur automatique qui est une procé-
dure de T -satisfaisabilité peut être utilisé dans une procédure de T -décision
est d'employer la stratégie de dpll(T ) en couplant ce démonstrateur à un
solveur SAT. Les travaux sur cette méthode ont été motivés par deux limita-
tions des démonstrateurs pour la résolution de problèmes SMT. La première
est que certaines théories particulièrement importantes pour les problèmes
SMT, et en particulier l'arithmétique, ne pouvaient pas être gérées par un
démonstrateur, même si plusieurs travaux ont permis l'intégration de frag-
ments de l'arithmétique à des démonstrateurs génériques [4, 116, 22, 59]. La
seconde est liée à l'e�cacité des procédures de T -décision obtenues en uti-
lisant un démonstrateur automatique seul. En e�et, les démonstrateurs ne
sont pas conçus pour gérer des structures combinatoire complexes de façon
e�cace, ce qui a été con�rmé par des études expérimentales. Cependant, faire
interagir ainsi un démonstrateur et un solveur SAT est loin d'être évident
car, pour obtenir un outil e�cace, il est nécessaire de fortement coupler ces
composants. Cette approche a néanmoins été employée dans [65, 151, 173]
et les di�érents auteurs ont mis au point des outils dans lesquels un démons-
trateur automatique est entièrement intégré à un solveur SAT.

Nous avons exploré dans [33, 35] une nouvelle approche permettant d'ob-
tenir une procédure de T -décision en couplant faiblement un démonstrateur
automatique à un solveur SMT. Le principe de ce couplage faible repose sur
la procédure d'aplatissement. Intuitivement, quand un ensemble de clauses
est aplati, seule la partie dé�nitionnelle de l'ensemble résultant interagit
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Figure 3.5 � Compilation d'une théorie.

avec la théorie considérée. Etant donné un problème à résoudre de la forme
T ∪S0∪Sf , nous avons exploré sous quelles conditions l'ensemble saturé qui
est engendré par un démonstrateur prenant en entrée l'ensemble T ∪ S0 �et
qui est de la forme T ∪ST � est tel que T ∪S0∪Sf et ST ∪Sf sont équisatisfai-
sables. Cette approche permettrait donc de se débarasser des axiomes de T ,
et donc d'obtenir un problème SMT potentiellement plus simple à résoudre.
Nous avons ainsi dé�ni la notion de T -stabilité et prouvé que cette approche
s'applique à de nombreuses théories, dont celles des tableaux, des enregistre-
ments et des integer o�sets. Cette approche permet aussi de combiner des
théories de deux façons di�érentes : soit en fournissant au démonstrateur
automatique l'union des axiomes dé�nissant les théories, soit en compilant
les théories séparément (voir la Figure 3.6).

3.4 Discussion

La dernière approche proposée o�re de nombreux avantages. Elle permet
une séparation claire des tâches, la gestion des clauses contenant des variables
étant déléguée au démonstrateur automatique, tandis que la structure com-
binatoire des problèmes est gérée par des solveurs SMT. Le couplage entre le
démonstrateur étant étant faible, il est en pratique possible d'utiliser n'im-
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Figure 3.6 � Compilation de plusieurs théories.

porte quel démonstrateur et de le faire interagir avec n'importe quel solveur
SMT pour un coût de développement réduit. La compilation de la théorie
par le démonstrateur automatique permet de s'en débarasser entièrement,
et cette approche peut donc être vue comme une procédure de réduction.
Ainsi, pour des théories comme celle des enregistrements ou celle des integer
o�sets, les ensembles ST obtenus sont fermés et le solveur SMT doit simple-
ment tester la satisfaisabilité d'un ensemble de clauses fermées en logique du
premier ordre avec égalité. Pour la théorie des tableaux, les ensembles compi-
lés doivent être résolus modulo la théorie plus simple des fonctions partielles,
dont les axiomes spéci�ent que certaines fonctions sont égales, sauf sur un
ensemble dé�ni d'élements. Il est donc envisageable, avec cette approche,
de focaliser le développement de solveurs SMT pour un nombre réduit de
théories, et de laisser le démonstrateur automatique réduire les problèmes de
T -satisfaisabilité dans des théories plus complexes vers des problèmes dans
ces théories plus simples.
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Chapitre 4

Des procédures d'instanciation

4.1 Présentation

Un intérêt majeur de la méthode décrite dans [35] est qu'elle permet un
traitement uniforme de problèmes SMT dans plusieurs théories à l'aide d'un
démonstrateur automatique faiblement couplé à un solveur SMT capable de
traiter certaines théories de base. Di�érents aspects de cette méthode sont
néanmoins améliorables. Ainsi, comme il n'y a pas de caractérisation syn-
taxique des théories pour lesquelles cette technique peut être employée, il
n'est pas toujours évident de véri�er son applicabilité. De plus, cette ap-
proche peut parfois nécessiter un post-traitement. C'est le cas pour les pro-
blèmes dans la théorie des tableaux, qui sont transformés par cette méthode
en problèmes dans la théorie plus simple des fonctions partielles. A�n de pou-
voir se servir d'un solveur SMT qui ne serait pas spéci�quement conçu pour
cette théorie, une procédure d'instanciation a été mise au point dans [35]
a�n d'obtenir un problème équisatisfaisable, ne contenant que des clauses
fermées et pouvant donc être résolu par n'importe quel solveur SMT capable
de gérer la logique équationnelle � une fonctionnalité de base pour un sol-
veur SMT. En�n, des études expérimentales ont montré que, pour certaines
théories dont celle des tableaux, un démonstrateur automatique n'est pas ca-
pable de tenir la charge quand la conjonction de littéraux fournie en entrée
contient des milliers d'éléments.

De nombreuses procédures de T -satisfaisabilité sont basées sur une trans-
formation du problème d'origine S a�n d'engendrer un problème équisatisfai-
sable S′ constitué uniquement de clauses fermées, sans mention à une théorie
quelconque [44, 164]. De façon plus ou moins implicite, ces transformations
sont basées sur l'instanciation des axiomes de la théorie considérée et sur
des propriétés qui sont spéci�ques à chaque théorie. Les concepteurs de ces
procédures doivent évidemment démontrer que T ∪ S et S′ sont équisatis-
faisables en raisonnant sur le lien entre les clauses engendrées et la théorie
sous-jacente. L'approche de [35] a également pour but d'engendrer un en-
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semble équisatisfaisable S′, mais cette fois sans qu'il soit nécessaire de rai-
sonner sur une théorie spéci�que, l'emploi d'un démonstrateur automatique
garantissant l'équisatisfaisabilité de T ∪S et S′. L'ensemble de clauses S′ est
engendré par les règles d'inférences du calcul de Superposition, qui peuvent
être interprétées comme des transformations basées sur la réécriture et la
Résolution, appliquées à des instances des axiomes de T . Nous avons cher-
ché à identi�er les instances des axiomes de T qui sont employées dans la
génération de S′, a�n de mettre au point une procédure d'instanciation Θ
telle que T ∪ S et Θ(S) sont équisatisfaisables.

Dans le cas général, une procédure d'instanciation est une fonction qui,
à un ensemble de clauses S, associe un ensemble de clauses fermées Θ(S).
Dans la plupart des cas, les clauses de Θ(S) sont des instances de celles dans
S, ce qui rend ces procédures trivialement correctes : si Θ(S) est insatisfai-
sable, alors S l'est également. Une procédure d'instanciation est complète
pour la réfutation si, pour tout ensemble de clauses S, les ensembles S et
Θ(S) sont équisatisfaisables. Le théorème de Herbrand garantit l'existence
de procédures d'instanciations complètes pour la réfutation en logique du
premier ordre, puisque tout ensemble de clauses insatisfaisable admet un
ensemble d'instances �ni qui est également insatisfaisable. La conception
d'une procédure d'instanciation complète nécessite donc de s'assurer que les
clauses de l'ensemble de départ sont su�samment instanciées pour détecter
l'insatisfaisabilité, tout en veillant à ne pas considérer un nombre trop impor-
tant d'instances pour que la procédure soit e�cace. Il existe également des
procédures d'instanciation modulo des théories : ces procédures engendent
un ensemble de clauses fermées Θ(S) tel que S et Θ(S) sont équisatisfai-
sables modulo la théorie en question. S'il existe plusieurs procédures d'ins-
tanciations complètes pour la réfutation [117, 144, 93, 21], ces procédures
ne terminent pas nécessairement car dans le cas où S est satisfaisable, il est
possible que la procédure engendre un ensemble in�ni de clauses. Il existe
néanmoins des procédures d'instanciation qui sont complètes et terminent
pour des classes de formules particulières. Il en existe par exemple pour les
formules qui admettent un ensemble �ni d'instances fermées, comme la classe
de Bernays-Schön�nkel-Ramsey, constituée des formules universelles sans au-
cun symbole de fonction autre que des constantes ; ou bien pour la classe des
ensembles de clauses strati�ées [1]. D'autres classes ont été identifées dans
un cadre plus proche des problèmes SMT : les ensembles de ces classes sont
de la forme T ∪ S, où S est un ensemble de clauses fermées. Des procédures
ont été développées dans le cas où T est la théorie des tableaux [43, 97], la
théorie de structures avec pointeurs telles que les listes [128], la théorie des
ensembles avec cardinalité [141], ou encore une théorie locale [98, 161, 109].

Nous avons étudié l'emploi de procédures d'instanciation pour dans un
cadre su�samment général pour inclure les problèmes SMT dans de nom-
breuses théories. Le but est similaire à celui recherché avec l'emploi de dé-
monstrateurs automatiques : les procédures mises au point doivent permettre
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de résoudre des problèmes SMT, quanti�és ou non, dans de nombreuses théo-
ries, en se servant uniquement de solveurs SMT capables de gérer quelques
théories de base. L'objet des travaux n'est pas nécessairement d'obtenir des
procédures d'instanciation complètes pour la réfutation, mais de garantir que
les outils résultants sont e�caces et capables de supporter une montée en
charge en instanciant les clauses non fermées le moins possible.

4.2 Une procédure d'instanciation générique

Nous avons dé�ni dans [82] une procédure d'instanciation qui, partant
d'un ensemble de clauses quelconque S, engendre un ensemble Θg(S) de
clauses fermées qui est �ni. Cette procédure a été mise au point après avoir
analysé les instanciations e�ectuées par le calcul de superposition lors de
la résolution de problèmes SMT à l'aide d'un démonstrateur automatique.
Cette analyse avait permis de constater que pour chacune des théories pour
lesquelles un démonstrateur automatique peut être employé comme procé-
dure de T -satisfaisabilité, un pré-traitement du problème d'origine et un
choix judicieux d'ordre sur les termes permet de garantir que dans toute
dérivation, les axiomes de la théorie ne sont instanciés que par les termes
apparaissant dans l'ensemble de clauses de départ. Autrement dit, pour de
nombreuses théories fréquemment utilisées par la communauté SMT, une
procédure qui en instancie les axiomes avec les termes fermés apparaissant
dans le problème d'origine engendre un ensemble de clauses fermées �ni tout
en étant complète pour la réfutation. L'ensemble de clauses engendré pou-
vant être très large et dans un souci d'e�cacité, nous avons imposé des condi-
tions, essentiellement basées sur l'uni�cation, pour restreindre les instances
à considérer. Intuitivement, les instances retenues sont celles obtenues par la
pseudo-uni�cation de certains termes ; ceci correspond à une forme d'uni�-
cation de termes avec le même symbole de tête, dont les arguments peuvent
potentiellement être rendus égaux au cours d'une dérivation. Par exemple, si
les littéraux f(a, x) ' a et f(c, b) ' c apparaissent dans le problème d'ori-
gine S, alors bien que f(a, x) et f(c, b) ne soient pas uni�ables, ils peuvent
le devenir si c est remplacé par a après application de la règle de super-
position. Ainsi, l'instance f(a, b) ' a du premier littéral est retenue dans
la construction de l'ensemble Θg(S). Plus généralement, pour un ensemble
de clauses donné S, la règle d'instanciation proposée engendre des instances
de la forme Cσ, où C est une clause de S et σ est un pseudo-uni�cateur
d'un terme apparaissant dans C et d'un terme apparaissant dans une autre
clause de S. Les pseudo-uni�cateurs associent toujours une constante à une
variable, ce qui garantit que la procédure termine.

Exemple 1 Considérons l'ensemble de clauses constitué des éléments sui-
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vants :

1 : cons(car(x), cdr(x)) ' x, 2 : car(cons(x, y)) ' x,
3 : cdr(cons(x, y)) ' y, 4 : car(a) ' b,
5 : cons(a, c) ' d, 6 : car(cdr(b)) ' c.

Les trois premières clauses sont une axiomatisation de la théorie des listes
non-vides. La procédure d'instanciation engendre les clauses supplémentaires
décrites dans le tableau ci-dessous.

Termes Clauses Instanciations
car(x), car(a) (1), (4) cons(car(a), cdr(a)) ' a
cdr(x), cdr(b) (1), (6) cons(car(b), cdr(b)) ' b

cons(x, y), cons(a, c) (2), (5) car(cons(a, c)) ' a
cons(x, y), cons(a, c) (3), (5) cdr(cons(a, c)) ' c

La première colonne du tableau contient les termes sur lesquels est invoqué
l'algorithme de pseudo-uni�cation, la seconde colonne contient les numéros
des clauses dans lesquelles apparaissent ces termes, et la troisième colonne
contient les clauses obtenues. ♣

La procédure est étendue en permettant l'ajout aux instances de condi-
tions d'accord, qui représentent intuitivement des égalités entre constantes
qui, si elles sont véri�ées, rendent uni�ables les termes employés dans l'algo-
rithme de pseudo-uni�cation. Par exemple, partant de l'ensemble de clauses

1 : p(a, x) ' > ∨ q(x, x) 6' > 2 : p(c, d) 6' >
3 : q(f(x), x) ' > 4 : a ' b
5 : b ' c 6 : f(x) ' x

la procédure engendre les clauses suivantes (nous précisons à chaque fois les
clauses concernées et le terme fermé employé pour la pseudo-uni�cation) :

7 p(a, d) ' > ∨ q(d, d) 6' > ∨ a 6' c 1, 2, p(c, d)
8 q(f(d), d) ' > 3, 7, q(d, d)
9 f(d) ' d 6, 8, f(d)

Dans la clause 7, la condition d'accord a 6' c est ajoutée à l'instance de la
clause 1 : elle traduit le fait que si les constantes a et c sont égales, alors
p(a, x) et p(c, d) sont uni�ables. L'ajout de ces conditions d'accord augmente
potentiellement la taille de l'ensemble de clauses fermées engendré par la pro-
cédure, mais un solveur SMT pourrait potentiellement résoudre le problème
correspondant plus e�cacement grâce à ces conditions, car elles peuvent per-
mettre de constater qu'une clause n'est pas nécessaire pour construire une
réfutation. Ainsi, un solveur qui dans son état courant considère un modèle
partiel pour lequel a et c sont di�érents, éliminera la clause 7 lors de la
recherche d'une réfutation.
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Pour une théorie T �xée, la procédure proposée engendre un nombre po-
lynomial d'instances de ses axiomes. Ceci est un avantage considérable sur
la procédure de compilation de [35] qui se sert d'un démonstrateur automa-
tique ; par exemple, pour la théorie des tableaux, cette procédure d'instancia-
tion engendre un nombre quadratique d'instances tandis que la procédure de
compilation engendre un nombre exponentiel de clauses fermées. Cette pro-
cédure ne peut cependant pas être complète pour la réfutation puisqu'elle
engendre toujours un ensemble �ni d'instances.

Nous avons néanmoins démontré que la procédure est complète pour des
ensembles de clauses simplement prouvables. Ce critère sémantique est lié aux
dérivations qui peuvent être e�ectuées sur l'ensemble de clauses en question
avec le calcul de superposition, et ne dépend donc d'aucune théorie en parti-
culier. Nous avons ensuite étudié quels critères sur les ensembles de clauses
fournis en entrée garantissent que ces ensembles sont simplement prouvables.
Nous avons ainsi dé�ni la classe des ensembles C-contrôlables pour lesquels la
propriété de simple prouvabilité est garantie. Les critères que doivent véri�er
les ensembles sont tous syntaxiques, et nous avons réalisé une implémentation
permettant de tester automatiquement si un ensemble est C-contrôlable ou
non 1. Un avantage de cette approche pour la résolution de problèmes SMT
est qu'il n'est pas nécessaire de systématiquement tester la C-contrôlabilité
sur chaque ensemble de la forme T ∪ S a�n de véri�er que l'ensemble de
clauses engendrées par la procédure d'instanciation et l'ensemble T ∪ S se-
ront équisatisfaisables. En e�et, la classe des ensembles C-contrôlables admet
la propriété de stabilité suivante : si S est C-contrôlable et S′ est un ensemble
de clauses aplaties, alors S ∪ S′ est également C-contrôlable. C'est pourquoi
il su�t de tester une fois pour toutes si une théorie est C-contrôlable ou non,
pour garantir, le cas échéant, que la procédure d'instanciation sera complète.
Nous avons ainsi pu véri�er automatiquement que toutes les théories étudiées
dans [11, 10], ainsi que leurs unions, sont C-contrôlables.

Nous avons mené une évaluation expérimentale de l'e�cacité de cette pro-
cédure en comparant les performances d'un solveur SMT sur des problèmes
SMT, se servant ou non d'une phase d'instanciation. Nous avons sélectionné
une des séries de tests disponible sur SMT-LIB 2 concernant la théorie des
tableaux. Les problèmes de cette série permettent de véri�er que si deux
tableaux sont identiques à l'origine, et que des éléments y sont insérés aux
mêmes indices distincts mais dans des ordres di�érents, alors les tableaux ré-
sultants sont à nouveau identiques. Nous avons également créé de nouvelles
séries de problèmes, pour exprimer le fait qu'une matrice symétrique le reste
si les éléments de sa diagonale sont remplacés par des valeurs arbitraires, ou si
des éléments symétriques sont remplacés simultanément par la même valeur,
et pour exprimer le fait que les projections de tableaux multidimensionnels

1. http://lig-membres.imag.fr/peltier/fish.html

2. http://smtlib.cs.uiowa.edu/

http://smtlib.cs.uiowa.edu/
http://lig-membres.imag.fr/peltier/fish.html
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ont une intersection non-vide. Nous avons résolu les problèmes de ces séries
en nous servant du solveur SMT Yices 3. Ce solveur SMT contient une pro-
cédure de décision spéci�que pour la théorie des tableaux, nous avons donc
pu comparer les temps d'exécution de l'outil quand les problèmes SMT sont
fournis tels quels, ou quand ce sont des instances fermées qui sont fournies en
entrée. Il y a a priori deux façons de se servir de la procédure d'instanciation.

� Celle qui serait potentiellement la plus e�cace consiste à la coupler
fortement au solveur SMT, de telle sorte à instancier les variables de
façon paresseuse. Cette façon permettrait d'éviter qu'un nombre trop
important de termes fermés soient considérés dans la phase d'instan-
ciation.

� L'autre façon consiste à instancier les variables une fois pour toute,
avant même d'invoquer un solveur SMT. Cette façon de procéder est
nettement plus simple, car elle ne nécessite aucun couplage particulier
avec le solveur SMT qui peut être utilisé comme une boîte noire.

Nous avons choisi cette seconde façon de procéder. Le détail des résultats sont
disponibles dans [82]. Ils montrent que la procédure d'instanciation permet
au solveur SMT de gagner en e�cacité pour la théorie des tableaux, mais
qu'elle est moins e�cace pour les problèmes que le solveur est capable de trai-
ter en employant ses propres heuristiques d'instanciation. Ce résultat était
prévisible puisque les heuristiques d'instanciation des solveurs sont principa-
lement focalisées sur l'e�cacité et n'o�rent aucune garantie de complétude.
L'intérêt de notre procédure devient claire sur les problèmes pour lesquels
les instanciations à e�ectuer ne sont pas immédiates à détecter. Sans cette
procédure d'instanciation, le solveur Yices n'est capable de résoudre aucune
instance du problème d'intersection des tableaux multidimensionnels, mis à
part la plus triviale, tandis qu'en faisant appel à la procédure d'instancia-
tion, le solveur est capable de résoudre des problèmes jusqu'en dimension 5
en moins de 300 secondes.

4.3 Un traitement des entiers naturels

Si la procédure d'instanciation Θg présentée dans [82] est générique et
peut donc être employée pour de nombreuses théories, elle est clairement in-
applicable sur celles qui sont dé�nies par un ensemble in�ni d'axiomes. C'est
le cas par exemple pour l'arithmétique de Presburger, alors que cette théorie
apparaît fréquemment dans les problèmes SMT : le dépôt de problèmes SMT-
LIB contient ainsi de nombreuses instances tirées de cas concrets portant sur
des tableaux dont les indices sont des entiers et sur des propriétés qui sont
exprimées dans l'arithmétique de Presburger. Nous avons étudié dans [71] de
quelle façon construire une procédure d'instanciation modulo l'arithmétique
de Presburger pour des problèmes contenant certaines variables de sorte en-

3. http://yices.csl.sri.com/

http://yices.csl.sri.com/
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tière, et d'autres non. Ce processus se déroule en deux étapes, et consiste à
d'abord instancier les variables entières a�n d'obtenir un problème équisa-
tisfaisable ne contenant aucune variable de sorte entière, avant d'instancier
les variables restantes à l'aide d'une autre procédure d'instanciation. Cette
technique et la démonstration de complétude de la procédure résultante sont
basées sur la méthode de raisonnement di�éré de [16], qui a également été
employée pour intégrer de façon e�cace le raisonnement arithmétique dans
des démonstrateurs automatiques standard [4].

La séparation des étapes de raisonnement sur la partie arithmétique d'une
formule et sur le reste de la formule se fait grâce à des clauses contraintes.
Une clause contrainte est de la forme 4 JC | ΛK, où C est une clause standard
dont les seuls termes de sorte entière sont des variables, et Λ est un ensemble
de contraintes arithmétiques, c'est-à-dire d'atomes de la forme t ' s ou bien
t 4 s, où s et t sont des termes de sorte entière (et représentent donc des
entiers). A n'importe quelle clause standard peut être associée une clause
contrainte.

Exemple 2 Soit C = g(a) ' 0 ∨ f(a) 6' b ∨ h(b) ' c et supposons
que les termes a et g(a) sont de sorte entière. Alors la clause contrainte
Jf(x) 6' b ∨ h(b) ' c | g(a) 6' 0, a ' xK est équivalente à C. ♣

Nous avons adapté le calcul de Superposition pour tenir compte des clauses
contraintes, et dé�ni une version de ce calcul dans laquelle les contraintes des
prémisses sont propagées aux conclusions de chaque règle d'inférence. Cette
méthode permet de séparer le raisonnement sur les termes entiers du reste
du raisonnement, comme l'illustre l'exemple suivant.

Exemple 3 Considérons l'ensemble S de clauses suivant :

{p(0), ¬p(x) ∨ p(s(x)), ¬p(n)} ,

où s est la fonction successeur, et n est de sorte entière. L'abstraction cor-
respondant à cet ensemble de clauses est

{Jp(x) | x ' 0K , J¬p(x) ∨ p(s(x)) | >K , J¬p(y) | y ' nK} .

La règle de superposition appliquée à la première et troisième clause contrainte
engendre J� | n ' 0K, ce qui signi�e que n ne peut pas être égal à 0. La
règle de superposition appliquée aux deux premières clauses de S engendre
la clause contrainte Jp(y) | y ' s(0)K qui, avec la troisième clause de S en-
gendre J� | n ' s(0)K, ce qui signi�e que n ne peut pas être égal à 1. Il est
aisé de véri�er que le calcul permet d'engendrer l'ensemble des clauses de la
forme

q
�
∣∣ n ' sk(0)

y
pour tout k ∈ N, et cet ensemble est insatisfaisable

modulo l'arithmétique de Presburger. ♣

4. La notation employée ici n'est pas la même que celle de [71]. Le changement a été
fait pour des raisons d'uniformisation des notations.
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Comme le montre l'exemple ci-dessus, l'adaptation du calcul de Super-
position ne permet pas d'obtenir une procédure de décision, puisqu'il peut
être nécessaire d'engendrer un ensemble in�ni de clauses avant de conclure 5.
Nous avons dé�ni une classe d'ensemble de clauses pour lesquelles le calcul
est complet en restreignant la forme des atomes pouvant apparaître dans
les contraintes, dé�nissant ainsi les clauses précontraintes. Il est garanti que
si une règle d'inférence du calcul de Superposition adapté est appliqué à
deux clauses précontraintes, alors la clause engendrée est également précon-
trainte. Nous avons prouvé que le calcul appliqué à un ensemble de clauses
précontraintes insatisfaisable modulo l'arithmétique de Presburger engendre
un ensemble �ni de clauses contraintes de la forme {J� | ΛiK | i = 1, . . . , n}
tel que

∧n
i=1 Λi est insatisfaisable modulo l'arithmétique de Presburger. Nous

avons également montré comment identi�er à partir de l'ensemble de clauses
fourni en entrée un ensemble B de termes fermés de sorte entière tels que, si
S′ est obtenu en instanciant les variables de sorte entière par les éléments de
B, alors S et S′ sont équisatisfaisables. A�n d'obtenir une procédure d'ins-
tanciation e�cace, nous avons cherché à construire un ensemble B contenant
le moins d'éléments possible. Nous avons ainsi pu montrer que, pour les ta-
bleaux avec des indices entiers, la procédure d'instanciation résultante en-
gendre au plus autant d'instances que celle de [43], et que dans certains cas,
elle engendre exponentiellement moins d'instances tout en demeurant com-
plète pour la réfutation. Des expérimentations avec le démonstrateur Z3 6

ont permis de con�rmer que ce dernier résout les problèmes sur les tableaux
avec des indices entiers plus rapidement quand ils sont instanciés avec notre
procédure.

La procédure mise au point permet donc d'instancier les variables de sorte
entière apparaissant dans un ensemble de clauses S pour obtenir un ensemble
S′ sans variable de sorte entière, tel que S et S′ sont équisatisfaisables modulo
l'arithmétique de Presburger. Cet ensemble peut néanmoins encore contenir
des variables d'autres sortes, et nous avons étudié sous quelles conditions
il est garanti qu'une autre procédure d'instanciation permet à partir de S′

d'engendrer un ensemble S′′ de clauses fermées tel que S et S′′ sont équi-
satisfaisables modulo l'arithmétique de Presburger. Nous avons démontré
qu'une condition su�sante pour assurer cette propriété est que la procédure
d'instanciation Θ soit :

� monotone : si S ⊆ S′ alors Θ(S) ⊆ Θ(S′) ;
� stable par atomes équationnels : si s et t sont des termes fermés tels
que tout terme non variable apparaissant dans S qui est uni�able avec
s (resp. t) est égal à s (resp. t), alors Θ(S ∪{s ' t}) = Θ(S)∪{s ' t}.

C'est le cas de la procédure générique dé�nie dans [82] ; les approches de [82]

5. Par exemple, l'ensemble
{q
�

∣∣ n ' sk(0)
y ∣∣ k ∈ N

}
est insatisfaisable, mais chacun

de ses sous-ensembles �nis est satisfaisable.
6. https://z3.codeplex.com/

https://z3.codeplex.com/
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et [71] permettent donc, en utilisant un solveur SMT pour la logique équa-
tionnelle et l'arithmétique de Presburger, de traiter n'importe quel problème
SMT qui associe l'arithmétique de Presburger et une théorie pour laquelle la
méthode de [82] est complète, à condition que les clauses fournies en entrée
soient des clauses précontraintes.

4.4 Combinaisons de procédures d'instanciation

4.4.1 Instanciation d'une union d'ensembles

Nous nous sommes intéressés à la combinaison de procédures d'instan-
ciation, a�n de résoudre des problèmes dans des unions de théories dans le
cas où il existe des procédures d'instanciation pour les théories individuelles.
De par sa généricité, la procédure dé�nie admet une propriété importante
pour résoudre des problèmes dans des unions de théories : quand deux en-
sembles de clauses sont C-contrôlables, Θg est une procédure d'instanciation
complète pour leur union. Dans un contexte plus général, nous avons étu-
dié dans [81] de quelle façon combiner des procédures d'instanciation Θ1 et
Θ2 qui sont respectivement complètes (éventuellement modulo des théories)
pour deux classes C1 et C2 d'ensembles de clauses, a�n d'obtenir une procé-
dure complète pour des ensembles de clauses de la forme S1∪S2, où S1 ∈ C1
et S2 ∈ C2. Nous nous sommes placés dans le cas où C1 et C2 ne partagent
aucun symbole de fonction autre que des constantes, ce cadre est donc très
proche de celui adopté pour la combinaison de procédures de décision basées
sur l'approche de Nelson-Oppen.

La façon la plus naturelle de construire une telle procédure est de consi-
dérer la fonction Θ1 tΘ2, telle que

Θ1 tΘ2(S1 ∪ S2)
def

= Θ1(S1) ∪Θ2(S2).

Cependant, la fonction ainsi dé�nie n'est pas complète en général, et nous
avons identi�é un ensemble de conditions a�n de garantir la complétude de
cette procédure.

� La première condition concerne les cardinalités des domaines associés à
chaque sorte : deux classes C1 et C2 sont structurellement équipotentes
quand pour toute sorte s commune à C1 et C2, et pour tous ensembles
satisfaisables S1 ∈ C1 et S2 ∈ C2, il existe des modèles I1 et I2 de
ces ensembles tels que I1(s) et I2(s) sont de même cardinalité. Cette
condition peut être vue comme une extension de la notion de stable-
in�nité [166] et est similaire à l'approche employée dans [168] pour
combiner les procédures de programmation logique par contraintes.

� La seconde condition concerne les procédures d'instanciation elles-
mêmes et est proche de celle que nous avons identi�ée dans [71] et
décrite dans le paragraphe précédent.
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Nous avons dé�ni la notion de complétude à la base d'une procédure d'ins-
tanciation : une procédure Θ est complète à la base si pour tout ensemble de
clauses S et tout ensemble E d'équations et diséquations entre constantes,
les ensembles S ∪E et Θ(S) ∪E sont équisatisfaisables. Nous avons prouvé
que si C1 et C2 sont structurellement équipotentes et Θ1 et Θ2 sont complètes
à la base, alors Θ1tΘ2 est une procédure d'instanciation complète pour tout
ensemble de la forme S1 ∪ S2, où S1 ∈ C1 et S2 ∈ C2.

Ce résultat apporte donc une réponse à la façon dont des procédures
d'instanciation peuvent être combinées pour obtenir une nouvelle procédure
qui est complète pour la réfutation. Si les procédures de [82, 71, 95] sont
complètes à la base, ce n'est évidemment pas le cas de toutes les procé-
dures d'instanciation. Nous avons alors montré comment, partant d'une pro-
cédure d'instanciation Θ complète et monotone � pour tout ensemble de
clauses S et pour toutes constantes a, b, Θ(S) ⊆ Θ(S ∪ {a ' b}) �, il est
possible de construire une procédure d'instanciation Θ� qui est complète
à la base, à condition que les instances engendrées par Θ soient indépen-
dantes des diséquations entre constantes, une propriété qui se traduit par :
Θ(S ∪ {a 6' b}) = Θ(S) ∪ {a 6' b}.

4.4.2 Combinaison hiérarchique

La méthode générique décrite précédemment permet de faire interagir
des procédures d'instanciation pour des classes individuelles pour construire
une procédure d'instanciation pour l'union d'éléments de ces classes. Cette
méthode ne peut pas être utilisée pour construire une procédure d'instan-
ciation pour des ensembles dont les clauses peuvent contenir des symboles
interprétés dans chacune des classes, alors que de tels ensembles apparaissent
fréquemment dans les problèmes SMT. Par exemple, une clause exprimant
qu'un tableau t est constant sur l'intervalle [m..n] est :

m 6≤ x ∨ x 6≤ n ∨ select(t, x) ' c.

Cette clause non fermée contient à la fois des symboles interprétés dans
l'arithmétique de Presburger (le symbole d'inégalité ≤), et dans la théorie
des tableaux (le symbole select de lecture dans un tableau).

Nous avons considéré dans [83] le cas où l'ensemble des sortes sur les-
quelles le problème est construit peut être séparé en deux ensembles dis-
joints :

� L'ensemble des sortes de base, qui sont telles que chacun des arguments
d'une fonction dont le codomaine est une sorte de base est également
d'une sorte de base ;

� L'ensemble des sortes englobantes, qui contient les sortes qui ne sont
pas de base.
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Les ensembles de clauses que nous avons considérés sont appelés des en-
sembles hiérarchiques, ils contiennent des clauses de la forme 7 CB ∨CN , où
tous les termes dans CB sont d'une sorte de base, et tous les termes dans CN

sont d'une sorte englobante, avec la restriction supplémentaire que les seuls
sous-termes d'une sorte de base dans CN sont des variables. Cette condition
sur les sous-termes d'une sorte de base n'est pas contraignante, car il est
aisé de remplacer une clause ne véri�ant pas cette condition par une clause
équivalente qui la véri�e. Par exemple, considérons deux sortes s et s′, où s

est une sorte de base et s′ est une sorte englobante, ainsi que les symboles
a : s, b : s′ et f : s × s′ → s′. Alors la clause unitaire f(a, b) ' b peut
être remplacée par la clause équivalente x 6' a ∨ f(x, b) ' b qui véri�e la
propriété en question. Intuitivement, ce cadre impose une hiérarchie entre
les termes des di�érentes sortes : les termes de base permettent d'exprimer
des contraintes sur les termes d'une sorte englobante. Par exemple, la clause
exprimant que le tableau t est constant entre les bornes m et n est construite
sur deux sortes : la sorte entière qui est la sorte de base pour les indices du
tableau, et les sortes pour les tableaux eux-mêmes et leurs éléments, qui sont
des sortes englobantes. La clause peut être décomposée en une clause de base
m 6≤ x ∨ x 6≤ n exprimant une contrainte sur les indices du tableau, et une
clause select(t, x) ' c exprimant que le tableau est constant.

Etant donné un ensemble de clauses hiérarchiques S qui est de la forme{
CB
i ∨ CN

i

∣∣ i = 1, . . . , n
}
, nous avons cherché à déterminer comment, étant

données deux procédures d'instanciation ΘB et ΘN , respectivement com-
plètes pour

{
CB
i

∣∣ i = 1, . . . , n
}
et
{
CN
i

∣∣ i = 1, . . . , n
}
, construire une pro-

cédure d'instanciation ΘN [ΘB] complète pour S. Le calcul hiérarchique de
[16] permet de séparer les étapes de raisonnements dans les di�érentes théo-
ries, et de la même façon, la hiérarchie imposée dans notre cadre permet de
séparer les phases d'instanciation pour les di�érentes classes d'ensembles de
clauses. L'algorithme que nous avons mis au point est le suivant :

1. Dans l'ensemble
{
CN
i

∣∣ i = 1, . . . , n
}
, chaque variable d'une sorte de

base est instanciée par un symbole de constante arbitraire • de même
sorte. On note SN l'ensemble ainsi obtenu, qui ne peut contenir que
des variables de sortes englobantes.

2. La procédure ΘN est invoquée sur SN et engendre un ensemble d'ins-
tances fermées des clauses dans SN .

3. Les substitutions qui ont engendré des instances fermées de clauses de
SN à l'étape précédente sont utilisées pour instancier les clauses dans
l'ensemble S de départ. On obtient ainsi un ensemble SB d'instances
de S, ne contenant que des variables d'une sorte de base.

4. La procédure ΘB appliquée à l'ensemble
{
CB
i

∣∣ i = 1, . . . , n
}
instancie

chaque variable d'une sorte de base par un ensemble de termes fer-

7. La lettre N en exposant de la partie englobante s'explique par le fait que dans [83],
nous avons employé le terme �Nested�, traduit ici par �Englobante�.
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més. Toutes les variables de base ainsi que les symboles • ayant pu
apparaître après application d'une substitution sont remplacés par ces
termes fermés de toutes les façons possibles.

Exemple 4 Considérons les deux sortes int et s, où int représente la sorte
entière, et les symboles a, b : int, c : s et p : int × s → bool. Soit S
l'ensemble de clauses suivant :

S = {x 6≤ a ∨ p(x, y), u 6≤ b ∨ ¬p(u, c)} ,

où x et u sont des variables de sorte entière et y est une variable de sorte s. Si
int est la sorte de base et s est la sorte englobante, alors S est un ensemble
hiérarchique, et la procédure décrite réalise les opérations suivantes :

1. La clause CN est extraite de chaque clause de S, on obtient ainsi
l'ensemble {p(x, y), ¬p(u, c)}. Toutes les variables entières dans cet
ensemble sont remplacées par l'élément •, on obtient ainsi l'ensemble
SN = {p(•, y), ¬p(•, c)}.

2. La procédure d'instanciation ΘN appliquée à SN instancie la variable
y par c et engendre donc l'ensemble {p(•, c), ¬p(•, c)}.

3. La substitution y 7→ c est appliquée aux clauses de S, on obtient donc
l'ensemble de clauses SB suivant :

{x 6≤ a ∨ p(x, c), u 6≤ b ∨ ¬p(u, c)} ,

et cet ensemble ne contient que des variables de sorte entière.

4. La procédure d'instanciation pour les termes de sorte entière appliquée
à l'ensemble {x 6≤ a, u 6≤ b} instancie les variables par les constantes a
et b.

5. Les variables de sorte entière de l'ensemble SB sont donc instanciées
de toutes les façons possibles par les constantes a et b ; on engendre
ainsi après simpli�cation l'ensemble de clauses fermées

S′ = {p(a, c), b 6≤ a ∨ p(b, c), a 6≤ b ∨ ¬p(a, c),¬p(b, c)} ,

dont la satisfaisabilité peut être véri�ée par n'importe quel solveur
SMT capable de traiter l'arithmétique et la logique propositionnelle.
♣

Nous avons imposé des conditions sur les procédures θN et θB a�n de
garantir que la procédure résultant de l'algorithme ci-dessus est complète.
Intuitivement, ces conditions imposent que ΘN soit complète sur les en-
sembles dont les termes d'une sorte de base sont fermés, que cette procédure
soit indépendante des représentations des termes de sortes de base, et que
le fait d'ajouter des clauses à un ensemble ne cause pas la génération d'un
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nombre inférieur d'instances. La procédure ΘB doit être complète à la base,
et doit engendrer les mêmes instances pour un ensemble de clauses et le
même ensemble auquel ont été ajoutées des clauses obtenues à partir de
celles de départ en remplaçant des variables par des variables. Nous avons
démontré que quand ΘN et ΘB véri�ent ces conditions, la procédure ΘN [ΘB]
est complète.

4.5 Discussion

Nos travaux sur les procédures d'instanciation ont conduit à la réalisation
d'une procédure générique qui est complète pour de nombreuses classes d'en-
sembles de clauses de la forme T ∪ S et pour leur combinaison. Nous avons
veillé à rendre cette procédure la plus e�cace possible en restreignant l'en-
semble des instanciations à appliquer aux di�érentes clauses. Nous avons éga-
lement conçu une procédure spéci�que applicable à l'arithmétique de Pres-
burger qui était plus e�cace que l'état de l'art, et dé�ni à chaque fois des
critères syntaxiques qui, s'ils sont véri�és par l'ensemble de clauses fourni
en entrée, garantissent la complétude de la procédure d'instanciation consi-
dérée. Ces di�érents résultats ont montré que les techniques que nous avons
mis au point peuvent être utilisées dans de nombreux contextes. Ainsi, notre
approche permet de résoudre de nombreux problèmes à l'aide de solveurs
SMT capables de traiter quelques théories de base, comme l'arithmétique
de Presburger : les axiomes des autres théories étant instanciés, il n'est pas
nécessaire d'employer de techniques spéci�ques pour les traiter. Les premiers
tests d'intégration dans des solveurs ont été encourageants et mériteraient
d'être poussés plus avant.
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Chapitre 5

Démonstrations par induction

5.1 Présentation

L'induction est une façon courante de démontrer des théorèmes mathé-
matiques. Par exemple, beaucoup de résultats simples de l'arithmétique,
comme la commutativité de l'addition, se prouvent par récurrence simple,
cette dernière pouvant être considérée comme une forme simpli�ée du prin-
cipe d'induction noethérienne (ou bien fondée). Ce type de preuve apparaît
également très fréquemment en informatique où il est nécessaire de faire ap-
pel à l'induction pour raisonner sur des programmes contenant des itérations
ou bien des structures de données dé�nies de façon récursive, comme les listes
ou les arbres. Dans le cas général, si E est un ensemble muni d'une relation
d'ordre bien fondée 1 ≺, pour montrer que tous les éléments de E véri�ent
une propriété P , il su�t, pour un x �xé, de prouver que si tous les éléments
y ≺ x véri�ent P , alors x véri�e également P . D'un point de vue formel, ce
principe d'induction peut être représenté par le schéma suivant :

∀x. (∀y. y ≺ x⇒ P (y))⇒ P (x)

∀x. P (x)

P étant la conjecture à prouver. Dans le cas des entiers, il est plus fréquent
d'employer le schéma d'induction suivant :

P (0) ∀n : N. P (n)⇒ P (n+ 1)

∀n : N. P (n)

Ce principe est très puissant et il arrive fréquemment que des résultats qui
semblent di�ciles à prouver admettent des preuves simples et élégantes, ba-
sées sur un choix judicieux d'un ordre bien fondé et d'une conjecture pour
l'induction.

1. Intuitivement, il ne peut pas exister pour cette relation d'ordre de suite in�nie
strictement décroissante d'éléments de E.

47
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Un raisonnement par induction vise à démontrer une propriété universelle
sur une variable qui doit être interprétée sur un ensemble inductif. Formelle-
ment, les propriétés démontrables par induction à partir d'une théorie T sont
appelées les conséquences inductives de T . Ce sont des formules qui doivent
être satisfaites par tous les modèles de Herbrand de T , mais il est pos-
sible que d'autres modèles de T ne soient pas des modèles de ces formules.
Prenons par exemple une sorte nat munie des constructeurs a :→ nat et
s : nat → nat, et considéons la constante n : nat ainsi que l'ensemble de
clauses S

def

= {p(a),¬p(x) ∨ p(s(x)),¬p(n)}. Pour k ∈ N �xé, il est clair que
S |= n 6' sk(a), donc, en posant U

def

=
{
n 6' si(a)

∣∣ i ∈ N
}
, on en déduit que

S |= U . L'ensemble S est satisfaisable, un modèle en est l'interprétation I
de domaine {0, 1, 2}, telle que aI = 0, nI = 1, et les fonctions sI et pI sont
respectivement dé�nies par :

sI :


sI(0) = 2
sI(1) = 1
sI(2) = 2

pI :


pI(0) = >
pI(1) = ⊥
pI(2) = >

Cependant, S est insatisfaisable s'il est imposé que n soit interprété comme
un terme de la forme sk(0). En général, les conséquences inductives de T
contiennent donc strictement les conséquences logiques de T . Nous nous in-
téressons ici à l'automatisation du raisonnement par induction dans le cadre
de la logique du premier ordre. Ceci est une tâche di�cile, et une consé-
quence du théorème d'incomplétude de Gödel est qu'il n'est pas possible
de construire un système d'inférence permettant de déterminer toutes les
conséquences inductives d'une théorie [47].

Il est possible de rechercher des théorèmes inductifs en relaxant le pro-
blème d'origine, et en n'imposant plus que la variable d'induction soit dé�nie
sur un domaine inductif. Si la formule relaxée est insatisfaisable, alors celle
d'origine l'est également, mais il est alors impossible de conclure quand la for-
mule relaxée est satisfaisable. La recherche de théorèmes inductifs nécessite
donc la mise au point de techniques spéci�ques pour raisonner par induc-
tion. Le premier outil intégrant le raisonnement par induction et capable de
démontrer des résultats non-triviaux est Nqthm [42], le précurseur de ACL2
[112]. De nouveaux outils, basés sur d'autres techniques ont été mis en place,
comme par exemple RRL [111], SPIKE [37], INKA [26] ou Oyster/CLAM
[49]. Ces outils reposent principalement sur deux approches :

L'induction explicite. Le principe de cette approche est d'utiliser des ins-
tances de la règle d'inférence représentant l'induction bien fondée dans
la construction de preuves de théorèmes inductifs. L'essentiel des tra-
vaux dans cette branche portent sur la façon trouver automatiquement
la bonne instance de la règle à utiliser. Ceci passe par la mise en place
d'heuristiques, généralement basées sur l'analyse de la récursion [47,
p. 21] pour la détection de règles d'inférence et la façon de contrôler
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l'application de la règle d'induction [48], la découverte automatique de
lemmes [110] ou la généralisation des hypothèses d'induction [3].

L'induction implicite. Cette approche est également appelée approche
de la preuve par consistance. Parmi les techniques explorées, citons
l'induction sans induction (inductionless induction [54]), dont le prin-
cipe est de réduire le problème de la validité à un problème de sa-
tisfaisabilité. Cette technique a été mise au point dans le cas de la
recherche de théorèmes inductifs d'un ensemble de clauses S satisfai-
sable, et uniquement constitué de clauses de Horn, quand le théorème
à prouver est une clause C qui est positive. Dans ce cas-là, S admet un
unique modèle de Herbrand minimal H, et si A est une axiomatisation
de H 2 alors C est une conséquence inductive de S si et seulement si
S ∪ A ∪ {C} est satisfaisable. Cette approche a été généralisée au cas
où S peut être un ensemble de clauses non-Horn, et C une clause quel-
conque dans [55]. Une autre approche, présentée dans [38], est basée
sur la construction automatique d'ensembles tests, et consiste à prou-
ver une conjecture inductive en combinant des opérations d'instancia-
tions en utilisant des éléments de l'ensemble test, et de simpli�cations
en utilisant les axiomes considérés, les conjectures déjà prouvées et
des instances plus petites de la conjecture à prouver. Cette approche
a été étendue pour traiter l'analyse par cas dans les théories condi-
tionnelles [39], ou les opérateurs associatifs et commutatifs [24], puis
généralisée au cas où, par exemple, les systèmes de réécriture considé-
rés contiennent des équations qu'il est impossible d'orienter, comme la
commutativité [135].

Plus récemment, de nouvelles techniques ont été mises au point pour
prouver des propriétés inductives. Elles sont basées sur le principe de la des-
cente in�nie. Le principe de la descente in�nie, attribué à Pierre de Fermat
(mais employée depuis l'Antiquité), stipule que si, à chaque fois qu'une pro-
priété n'est pas véri�ée sur un élément d'un ensemble muni d'une relation
bien fondée ≺, elle n'est pas véri�ée sur un élément de l'ensemble strictement
inférieur au premier, alors aucun élément de l'ensemble ne peut véri�er cette
propriété. Les techniques mises au point peuvent être vues comme des va-
riantes des preuves cycliques [45]. L'idée sous-jacente aux preuves cycliques
est la suivante : Représentons une preuve par un arbre dont chaque som-
met est étiqueté par un séquent s, auquel est associé une règle r, et dont

les sommets �ls sont étiquetés par p1, . . . , pm tels que
p1 · · · pm

s est une
instance de la règle r. Des cycles peuvent être identi�és dans un tel arbre en
associant à des feuilles de cet arbre un sommet antérieur tel que ces deux
sommets sont étiquetés par le même séquent à renommage près. Intuitive-

2. En toute rigueur, il est souvent impossible d'avoir une telle axiomatisation. L'en-
semble A est alors un ensemble récursif de clauses universelles tel que H est l'unique
modèle de Herbrand de S ∪ A.
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ment, de tels cycles permettent de représenter un arbre de preuve avec des
branches in�nies, contenant un séquent qui se répète in�niment, ce qui si-
gni�e qu'une dé�nition inductive a été développée une in�nité de fois. Sous
certaines conditions, le principe de la descente in�nie s'applique et permet
de déduire que le graphe avec cycle représente une démonstration valide.
Cette technique de preuve semble aussi générale que les techniques standard
de preuve par induction [46], et le démonstrateur QuodLibet [12, 177] est
fondé sur ce principe. Il faut noter que, à notre connaissance, il n'existe pas
de résultat de complétude dans le cas général concernant cette méthode.

Sur la schématisation

La notion de schéma est fréquemment utilisée en mathématiques. Elle
permet typiquement d'obtenir une représentation compacte d'un ensemble
éventuellement in�ni d'objets structurellement identiques, et son utilisation
simpli�e souvent les notations et en facilite la lecture. Un exemple de schéma
est l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le cas réel :(

n∑
i=1

xiyi

)2

≤

(
n∑

i=1

x2i

)(
n∑

i=1

y2i

)
.

En démonstration automatique, les schémas peuvent être utilisés à trois ni-
veaux :

Au niveau des termes. Un schéma de termes permet de représenter un
ensemble de termes similaires, construits à partir d'une base et d'un
contexte inductif. Par exemple, f(a, g(◦))n.a est un schéma de termes,
et l'ensemble de termes représenté par ce schéma est obtenu en ins-
tanciant n ; ici, cet ensemble est {a, f(a, g(a)), f(a, g(f(a, g(a)))), . . .}.
Certaines classes de schémas de termes admettent des problèmes d'uni-
�cation décidables, ce qui rend l'utilisation de tels schémas possible
dans des systèmes d'inférence pour les rendre plus e�caces. Parmi les
études sur les classes de schémas admettant des problèmes d'uni�cation
e�caces, on peut citer [51, 52, 156, 103].

Au niveau des formules. De tels schémas sont typiquement paramétrés
par un ou plusieurs entiers, chaque instanciation de ces paramètres
produisant une formule logique standard. Par exemple,

p0 ∧
n−1∧
i=0

(pi ⇒ pi+1) ∧ ¬pn

est un schéma de paramètre n, et chacune des formules obtenues en
instanciant n par un entier est insatisfaisable. Le problème de satis-
faisabilité sur des classes de telles formules est très fréquemment indé-
cidable, même pour des classes en apparence simples de ces schémas
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(voir par exemple [8]). Des systèmes d'inférence, basés sur la méthode
des Tableaux et l'algorithme DPLL ont néanmoins été mis au point
pour certaines classes de schémas [5, 6, 7].

Au niveau des preuves. Partant du principe qu'une preuve par induction
peut être considérée comme représentant une in�nité de preuves par
déduction, il est possible de représenter une preuve par induction par
un schéma de preuves déductives. Cette technique a été employée dans
[14] pour l'analyse de la preuve topologique de Fürstenberg de l'in�nité
des nombres premiers, puis étendue dans [68].

5.2 Une généralisation de schémas de formules

De nombreux travaux sur les schémas de formules se restreignent au cas
où les paramètres de ces schémas sont des entiers. Par exemple, les travaux
dans [5, 7] considèrent le cas de schémas de formules propositionnelles pa-
ramétrées par des entiers, démontrent que sans des restrictions assez fortes,
le problème de satisfaisabilité est indécidable et identi�ent des classes de
schémas pour lesquelles ce problème est décidable. Les schémas identi�és
permettent par exemple de modéliser des propriétés de circuits électroniques
paramétrés par des entiers [100].

Nous avons étudié dans [73, 74] les schémas dans un cadre plus général
que [5, 7], en relâchant les contraintes suivantes :

� Les paramètres des schémas ne sont pas nécessairement des entiers,
mais des structures algébriques arbitraires telles que les listes ou les
arbres.

� Les formules logiques obtenues en instanciant les paramètres par des
valeurs concrètes ne sont pas nécessairement des formules de la logique
propositionnelle, mais des formules de la logique du premier ordre,
contenant éventuellement des symboles interprétés 3.

Les schémas de formules considérés sont dé�nis sur un langage de base, et
paramétrés par des structures inductives quelconques. Un intérêt majeur de
cette approche est qu'elle permet une séparation claire entre le raisonnement
sur les schémas et celui sur les formules de base, dont le traitement peut être
délégué à des outils spéci�ques, utilisés comme des boîtes noires. Une telle
séparation n'était pas possible dans les approches de [5, 7], qui nécessitaient
un entrelacement des deux types de raisonnements.

Avec cette nouvelle approche, les schémas sont représentés en sélection-
nant un sous-ensemble de sortes, appelées les sortes inductives, qui sont
utilisées pour la schématisation des formules, et en employant des construc-
teurs, dont les codomaines sont de sortes inductives, pour dé�nir les domaines
de ces sortes inductives. Les formules considérées sont construites à partir

3. D'autres travaux portant sur des formules plus expressives que celles de la logique
propositionnelle ont également été menés dans [107].



52 CHAPITRE 5. DÉMONSTRATIONS PAR INDUCTION

d'atomes logiques standard et d'atomes dé�nis, qui sont des éléments de la
forme dt, où d est un symbole dé�ni et t un terme de sorte inductive. Ces
atomes dé�nis permettent de représenter des schémas de formules grâce à un
système de réécriture convergent R. De nombreuses propriétés peuvent être
représentées naturellement dans ce formalisme. Par exemple étant donnée
une propriété p, nous pouvons représenter le fait qu'il existe dans un graphe
dirigé acyclique (DAG) un chemin de la racine à une feuille dont tous les
sommets sont étiquetés par des éléments véri�ant p. Nous considérons pour
cela deux sortes dag et elem, pour respectivement représenter les sommets
du DAG et les éléments étiquetant ses sommets. La sorte dag est induc-
tive et admet deux constructeurs, ⊥ :→ dag pour représenter une feuille et
c : dag × dag × dag → dag, où c(n, l, r) dénote le DAG de racine n, �ls
gauche l et �ls droit r. Le premier paramètre de c permet notamment de
garantir que deux sommets distincts peuvent avoir les mêmes descendants.
Soit δ : dag→ elem une fonction qui associe à chaque sommet son étiquette.
Etant donné un symbole dé�ni E, l'existence d'un chemin dont toutes les
étiquettes véri�ent la propriété p s'exprime par la formule Eg, où g est un
paramètre de sorte dag, avec le système de réécriture R constitué des deux
règles suivantes :

E⊥ −→ > E
c(n,l,r) −→ (El ∨ Er) ∧ p(δ(c(n, l, r))).

Nous avons mis au point une procédure basée sur la méthode des ta-
bleaux pour tester la satisfaisabilité de schémas de formules, éventuellement
modulo une théorie. Les règles d'inférence de cette procédure appartiennent
principalement à quatre catégories :

� les règles de décomposition, qui permettent de transformer une formule
en conjonction ou disjonction de formules de base et littéraux dé�nis ;

� les règles de dépliage, qui permettent de réécrire les atomes dé�nis à
l'aide du système de réécriture R ;

� les règles équationnelles, pour raisonner sur les équations et diséqua-
tions ;

� les règles d'instanciation di�érée, qui permettent de considérer le cas
où un paramètre est obtenu à partir de l'application d'un constructeur.

Une dernière règle permet de détecter un cycle le long d'une branche du ta-
bleau. Plus précisément, un cycle est détecté au niveau d'un sommet étiqueté
par une formule Φ s'il existe un autre sommet étiqueté par une formule Ψ
telle que Φ |= Ψ. Les conditions d'application de la règle garantissent que la
branche peut être fermée sans nuire à la correction de la procédure. Cette
règle est essentielle pour assurer la terminaison de la procédure. Nous avons
également dé�ni des restrictions sur les schémas de formules et les inter-
prétations considérées pour garantir la complétude du calcul. Intuitivement,
les schémas de formules admissibles imposent des restrictions sur la forme
des formules de base des schémas en question (les formules de base sont les
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formules ne contenant aucun symbole dé�ni), et les interprétations schéma-
tisables sont compatibles avec le système de réécriture R (si s →R, alors
s et t sont nécessairement interprétés de la même façon), et imposent que
les éléments d'un domaine inductif soient obtenus à partir des constructeurs
uniquement. Sous ces restrictions, nous avons prouvé que notre procédure
termine et est complète : pour tester la satisfaisabilité d'un schéma de for-
mule, il su�t de tester la satisfaisabilité des formules étiquetant les feuilles
non-fermées de l'arbre construit. Autrement dit, le test de satisfaisabilité
d'un schéma de formules se réduit au test de satisfaisabilité d'une disjonc-
tion �nie de formules de base. De ces résultats on déduit que si le problème de
satisfaisabilité est décidable (respectivement semi-décidable) pour la classe
des formules de base considérées, alors il l'est également sur toute la classe
des schémas de formules admissibles associée.

5.3 Une adaptation du calcul de Résolution pour
les schémas de formules du premier ordre

Une majorité de travaux portant sur la détection de cycles pour l'au-
tomatisation des preuves par induction sont basés sur des calculs générant
des preuves ayant des structures d'arbres, comme le calcul des séquents ou
la méthode des tableaux. Les démonstrateurs automatiques modernes étant
basés sur la saturation, nous avons étudié de quelle façon des techniques de
détection de cycles peuvent être adaptées à de tels calculs pour prouver des
théorèmes inductifs.

Nous avons dé�ni dans [9] une adaptation de la Résolution à des schémas
de formules propositionnelles après avoir encodé ces schémas de la façon
suivante : nous considérons des ensembles de clauses, construites sur des
variables propositionnelles indicées, des variables indicées et des paramètres.
Chaque atome apparaissant dans une clause est un atome équationnel, de la
forme n ≈ t, ou bien un atome indicé, de la forme pt, où n est un paramètre,
p une variable propositionnelle indicée, et le terme t est de la forme sk(u), le
terme u étant une variable indicée ou bien la constante 0.

Exemple 5 Reprenons le schéma de formules présenté dans l'introduction :

p0 ∧
n−1∧
i=0

(pi ⇒ pi+1) ∧ ¬pn.

Dans ce formalisme, ce schéma peut être représenté par l'ensemble de clauses
suivant :

(?)
{
p0, ¬px ∨ ps(x), n 6≈ y ∨ ¬py

}
. ♣

Les règles de base du calcul que nous avons dé�ni sont celles de la Réso-
lution (voir Figure 5.1). Dans le cas où aucune des clauses dans l'ensemble
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Résolution
pu ∨ C ¬pv ∨D

(C ∨ D)σ

où :
σ = mgu(u, v), puσ et ¬pvσ sont respectivement sélectionnés dans

(pu ∨ C)σ et (pv ∨D)σ.

Factorisation
pu ∨ pv ∨ C
(pu ∨ C)σ

¬pu ∨ ¬pv ∨ C
(¬pu ∨ C)σ

où :
σ = mgu(u, v), puσ est sélectionné dans (pu∨pv ∨C)σ et ¬puσ est

sélectionné dans (¬pu ∨ ¬pv ∨ C)σ.

Figure 5.1 � Adaptation du calcul de Résolution

fourni en entrée ne contient pas d'atome équationnel, ce calcul correspond
exactement à la Résolution standard, et il est donc garanti que ces règles
appliquées à un ensemble instatisfaisable de clauses standard engendre la
clause vide. Nous avons montré que, quand l'ensemble de clauses fourni en
entrée est insatisfaisable et que certaines clauses contiennent des littéraux
équationnels, ce calcul engendre un ensemble de clauses ne contenant aucun
littéral indicé qui est insatisfaisable. Il se peut néanmoins que cet ensemble
soit in�ni.

Exemple 6 Le calcul appliqué à l'ensemble de clauses (?) engendre les
clauses suivantes :

1 n 6≈ x ∨ ¬px (hyp)
2 ¬py ∨ ps(y) (hyp)
3 p0 (hyp)
4 n 6≈ s(y) ∨ ¬py (Résolution 1, 2, x 7→ s(y))
4′ n 6≈ s(y′) ∨ ¬py′ (renommage, 4)
5 n 6≈ 0 (Résolution 1, 3, x 7→ 0)
6 n 6≈ s(0) (Résolution 4, 3, y 7→ 0)
7 n 6≈ s(s(y)) ∨ ¬py (Résolution 4′, 2, y′ 7→ s(y))
8 n 6≈ s(s(0)) (Résolution 7, 3, y 7→ 0)

...

L'ensemble saturé engendré par ce calcul contient l'ensemble de clauses uni-
taires

{
n 6≈ sk(0)

∣∣ k ∈ N
}
qui est insatisfaisable, mais clairement, le calcul

ne termine pas. ♣

Nous avons dé�ni la classe des clauses normalisées 4, auxquelles peuvent
être associées des niveaux, qui sont tels que chaque règle du calcul engendre

4. Même si cette classe est syntaxiquement restreinte, elle reste expressive, et nous
avons montré comment associer à des clauses ne véri�ant pas les conditions de normalisa-
tion des clauses équivalentes qui sont normalisées (voir [9, Sec. 5]).
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une conséquence dont le niveau est au moins égal à celui des prémisses. Etant
donné un ensemble de clauses normalisées S, l'ensemble des clauses S′ en-
gendrées par le calcul à partir de S et auxquelles les littéraux équationnels
ont été retirés est �ni. Nous avons utilisé ce résultat pour démontrer qu'il est
alors possible d'identi�er deux niveaux i et j tels que S et S∪

{
n 6≈ si+j(x)

}
sont équisatisfaisables. Intuitivement, les niveaux i et j sont tels que les en-
sembles S′i et S

′
i+j , contenant respectivement les clauses non-fermées de S′

de niveau i et i + j, sont équivalentes, si n est remplacé par n − j dans
les clauses de S′i ; une telle équivalence traduit l'existence d'un cycle dans
la construction de la réfutation de S. Ainsi, le calcul obtenu en ajoutant la
règle d'inférence qui, quand les niveaux i et j sont identi�és, ajoute à l'en-
semble de clauses considéré la clause unitaire n 6≈ si+j(x) (appelée clause
de coupure), est correct, et nous avons démontré que le calcul résultant ter-
mine. Le résultat de terminaison prouve que le problème de satisfaisabilité
est décidable pour la classe des ensembles de clauses normalisées.

Exemple 7 Considérons les clauses engendrées dans l'Exemple 6, et soient
i = 2 et j = 1. L'unique clause de niveau 2 engendrée par le calcul est
C

def

= n 6≈ s(y) ∨ py, et l'unique clause non-fermée de niveau 3 est C ′
def

= n 6≈
s(s(y)) ∨ py. Le remplacement de n par n − j dans C consiste à remplacer
l'atome équationnel de C par n 6≈ s(s(y)), et la clause résultante est égale
à C ′. Ceci signi�e que la clause de coupure n 6≈ s(s(s(x))) peut être ajoutée
à l'ensemble de clauses engendrées, et le calcul termine alors après avoir
engendré la clause vide. ♣

Un avantage du calcul dé�ni est qu'il s'étend naturellement à des sché-
mas de clauses du premier ordre, construites à partir de paramètres, termes
du premier ordre et prédicats indicés. La seule contrainte supplémentaire
imposée est que les termes apparaissant dans les prédicats indicés et ceux
apparaissant dans les indices sont disjoints : des atomes tels que Q(0)x ne
sont pas autorisés. La règle d'inférence ajoutant une clause de coupure à un
ensemble de clauses reste valable dans ce cadre, mais, comme il est possible
d'avoir une in�nité de clauses normalisées d'un niveau donné, ceci ne garantit
pas la terminaison du calcul.

5.4 Discussion

A notre connaissance, il n'y avait pas de travaux de recherche se rappro-
chant des nôtres sur les schémas de formules généralisés, et plus particuliè-
rement sur les résultats de décidabilité qui y sont démontrés. Ces schémas
peuvent être employés sur plusieurs structures de données comme les en-
tiers, les listes et les arbres, et permettent de traiter de nombreuses classes
de formules. Il serait intéressant d'implémenter la procédure que nous avons
dé�nie, pour en véri�er expérimentalement l'e�cacité.
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Nous estimons qu'il serait intéressant d'étendre nos travaux sur l'intégra-
tion du raisonnement par induction au calcul de Résolution. Une extension
naturelle est l'intégration du raisonnement par induction au calcul de Super-
position. C'est une piste que nous explorons en ce moment et qui est décrite
au Chapitre 7.



Chapitre 6

Raisonnement par abduction

L'abduction est une des trois formes de raisonnements distinguées par
Peirce [102], avec la déduction (la dérivation de conclusions en appliquant
des règles d'inférences à des hypothèses) et l'induction (la construction de
règles d'inférences à partir d'hypothèses et de conclusions). C'est un proces-
sus synthétique qui, à l'aide de règles d'inférences, construit des hypothèses
manquantes à partir d'une base de connaissances et d'observations inex-
pliquées. Autrement dit, le raisonnement abductif consiste à rechercher les
explications plausibles de faits observés. L'abduction a été beaucoup étu-
diée en Intelligence Arti�cielle, dans le cadre du raisonnement en présence
d'une information incomplète. Ce mode de raisonnement a par exemple été
employé pour le diagnostic médical ou basé sur le modèle [145, 101, 152],
la reconnaissance visuelle [58, 146], la compréhension de textes [106] ou la
plani�cation [132].

D'un point de vue formel, étant donnée une théorie T représentant un
ensemble de connaissances et une observation O que la base de connaissances
ne permet pas d'expliquer (T 6|= O), le raisonnement abductif consiste à re-
chercher des causes H telles que T ∧ H |= O (H permet d'expliquer O) et
T ∧ H est satisfaisable (H et T ne sont pas contradictoires). En général,
des restrictions additionnelles sont imposées à H pour éviter, par exemple,
d'expliquer l'observation O en prenant H

def

= O ; l'ensemble des causes pos-
sibles auxquelles doit appartenir H est appelé l'ensemble des abducibles. Il
est également courant d'imposer que H soit une cause la plus générale pos-
sible, pour éviter par exemple de prendre pour H une cause qui est elle-même
explicable par d'autres causes.

Nous nous sommes intéressés au raisonnement abductif dans le cadre
de la correction automatique d'erreurs. Un exemple d'application en est la
détection de bugs dans les programmes. Pour prouver qu'un programme se
comporte comme prévu, il est possible de le modéliser par une formule T , le
comportement qu'il est supposé observer par une formule O, puis de véri�er
que T |= O. Un démonstrateur complet pour la réfutation peut être employé

57
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pour cette tâche puisque, par dualité, il su�t de véri�er que T ∧¬O est insa-
tisfaisable. Quand c'est le cas, le démonstrateur peut engendrer une preuve
démontrant que le programme se comporte e�ectivement comme prévu. En
revanche, quand T ∧ ¬O est satisfaisable, ceci signi�e que le programme
comporte une erreur, et les modèles de cette formule représentent des traces
d'exécution du programme menant à un comportement indésiré ; une ana-
lyse de ces modèles permettrait alors à l'utilisateur de corriger le programme.
De tels modèles peuvent être construits automatiquement en utilisant, par
exemple, les techniques décrites dans [50], et de nombreux outils dont plu-
sieurs solveurs SMT sont capables de telles constructions. Cette analyse de
modèles peut néanmoins s'avérer longue et di�cile car la formule satisfai-
sable admet généralement un grand nombre de modèles sur des domaines
di�érents, et ces modèles peuvent être larges et complexes. Extraire de ces
modèles une propriété générale qui explique le comportement indésirable
n'est donc pas une tâche triviale. Nous conjecturons qu'une information per-
tinente à obtenir quand une formule est satisfaisable serait une propriété qui
est commune à tous les modèles de cette dernière. Illustrons cette conjecture
avec un exemple. Reprenons la théorie des tableaux, dont les axiomes ont été
introduits dans la Figure 3.3, page 27, et cherchons à démontrer que l'ordre
dans lequel des éléments sont insérés dans un tableau n'a aucune importance
(voir la Figure 6.1). Cette propriété est valide si et seulement si la formule
suivante est insatisfaisable dans la théorie des tableaux :

select(store(store(a, i, b), j, c), k) 6' select(store(store(a, j, c), i, b), k).

Cette formule exprime le fait qu'il existe un indice k qui contient des va-
leurs distinctes dans le tableau obtenu en insérant dans le tableau a d'abord
l'élément b à l'indice i puis l'élément c à l'indice j, et dans celui obtenu en
insérant d'abord c à l'indice j puis b à l'indice i. Cette formule est satisfai-
sable, ce qui veut dire que l'ordre dans lequel sont insérés les éléments peut
être important. Pour en comprendre la raison, il est possible d'analyser des
modèles de cette formule. Le modèle construit par le solveur SMT Yices 1

pour cette formule est (= b 1) (= c 3)(= i 2) (= k 2) (= j 2), et pour
cette formule, ce modèle su�t à comprendre comment corriger ce problème.

Une façon plus simple de détecter et corriger le problème serait d'avoir
un outil qui explique pourquoi cette formule est satisfaisable ; ici, un tel outil
engendrerait la formule i ' j ∧ b 6' c, ce qui signi�e que les deux tableaux
peuvent en e�et être distincts à condition que les éléments b et c soient
di�érents, et insérés à la même position dans le tableau. La négation de
cette formule correspond à deux hypothèses qui, en étant ajoutées, rendent
la formule insatisfaisable : b ' c et i 6' j. Ce qui signi�e que, pour que l'ordre
dans lequel des éléments sont ajoutés dans un tableau n'ait pas d'importance,

1. http://yices.csl.sri.com/

http://yices.csl.sri.com/
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Figure 6.1 � Insertion dans le tableau a de l'élément b à l'indice i et de
l'élément c à l'indice j.

il faut préciser que ces éléments sont identiques (b ' c), ou alors qu'ils sont
insérés à des positions di�érentes (i 6' j).

Les impliqués premiers

Une façon de rechercher les explications d'une observation est d'utiliser
l'équivalence logique entre T ∧H |= O et T ∧¬O |= ¬H, et transformer ainsi
un problème d'abduction en un problème de déduction : a�n de rechercher les
causes d'une observation O avec la base de connaissances T , il est possible de
rechercher les conséquences de T ∧¬O. De telles conséquences sont appelées
des impliqués, et les conséquences les plus générales des impliqués premiers.
Formellement, un impliqué d'une formule F est une clause C qui n'est pas
une tautologie, telle que F |= C. La clause C est un impliqué premier si
de plus, à chaque fois que D est un impliqué de F tel que D |= C, on a
C |= D. Nous avons utilisé ce procédé pour la recherche d'explications de
formules satisfaisables car de nombreux travaux de recherche ont été menés
auparavant sur la génération d'impliqués premiers, notamment dans le cadre
de la logique propositionnelle, où le concept a été étudié par Quine [149].
Les premiers outils mis au point étaient basés sur une représentation par des
mintermes de la formule considérée (voir par exemple [163]), mais étaient peu
e�caces. Les outils ultérieurs capables d'engendrer des impliqués premiers
en logique propositionnelle peuvent pour la plupart être classés en deux
catégories :

� Les outils basés sur des méthodes de décomposition. Ces outils cons-
truisent les impliqués premiers d'une formule de façon récursive, en
décomposant la formule considérée en sous-formules, et en combinant
les impliqués obtenus pour ces sous-formules [56, 123, 124].

� Les outils basés sur la Résolution. Ces outils sont tous basés sur le
même algorithme, qui consiste à chaque étape en la génération de ré-
solvantes des éléments de l'ensemble de clauses considéré, d'où sont
systématiquement retirées les clauses les moins générales. Le point �xe
de ce processus est l'ensemble des impliqués premiers des clauses de dé-
part. Les algorithmes emploient généralement la même stratégie pour
engendrer de nouvelles résolvantes, en considérant les littéraux de façon
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PiTison(S) =
// entrée : S l'ensemble de clauses de départ
// sortie : P l'ensemble des impliqués premiers
P := S
pour chaque variable propositionnelle p faire
tant que il existe C résolvante sur p de clauses de P faire

soit P ′ = {E ∈ P | E est moins générale que C} dans
P := (P \ P ′) ∪ {C}

�n tant que

�n pour

retourner P

Figure 6.2 � Algorithme de Tison pour le calcul d'impliqués premiers

incrémentale, [169, 113, 108] (voir aussi la Figure 6.2), et di�èrent prin-
cipalement par les structures de données compactes employées pour
stocker les impliqués premiers, comme les tries [92, 62] ou les ZBDD
[131, 160]. Nous avons choisi dans nos travaux d'adapter cette méthode
plus uniforme à la logique équationnelle.

Un nouvel outil a récemment été mis au point [148], qui o�re de bien meilleures
performances que ceux présentés ci-dessus pour la génération d'impliqués
premiers. L'approche employée par les auteurs est de transformer le pro-
blème d'origine en associant à chaque littéral l apparaissant dans la formule
d'origine une variable propositionnelle xl qui est utilisée pour indiquer si le
littéral apparaît ou non dans un impliqué premier, et d'utiliser un solveur
SAT pour énumérer, par ra�nements successifs tous les impliqués premiers
de la formule.

Il y a, à notre connaissance, beaucoup moins de travaux de recherche por-
tant sur la génération d'impliqués premiers dans des logiques plus expressives
que la logique propositionnelle. Certaines extensions ont été considérées en
logique modale [25, 28], et la plupart des méthodes pour les extensions à la
logique du premier ordre reposent sur la Résolution [114, 122] ou la méthode
des Tableaux [125, 134].

Pour un ensemble de symboles abducibles A donné, nous appelons A-
impliqués premiers d'un ensemble S l'ensemble des impliqués premiers de S
contenant uniquement des symboles de A. Nous avons cherché à résoudre
le problème suivant : étant donné un ensemble de clauses S et un ensemble
de symboles abducibles A, comment construire e�cacement l'ensemble des
A-impliqués premiers de S ? Nous avons étudié la génération d'impliqués pre-
miers d'ensembles de clauses dans lesquelles apparaît le prédicat d'égalité.
Les outils existants permettent d'accomplir cette tâche : il est en e�et ga-
ranti que le calcul de Résolution standard permet d'engendrer l'ensemble des
impliqués recherchés, à condition d'ajouter à l'ensemble de clauses considéré
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des instances des axiomes de l'égalité. Cette approche présente néanmoins
des inconvénients car le nombre nécessaire d'instances des axiomes de l'éga-
lité à ajouter devient rapidement important et tous les impliqués premiers
qui sont uniquement des conséquences de ces axiomes doivent être �ltrés a
posteriori. Cette approche n'est donc pas e�cace, et il n'est pas clair que l'al-
gorithme résultant termine sur les classes d'ensembles de clauses qui peuvent
par exemple apparaître dans les problèmes de véri�cation. C'est pourquoi
nous avons abordé le problème en nous plaçant en logique équationnelle,
dans laquelle il n'est pas nécessaire d'explicitement considérer les axiomes
de l'égalité. Un choix naturel de système d'inférence a été le calcul de super-
position, mais ce dernier ne peut pas être utilisé pour engendrer l'ensemble
des A-impliqués premiers d'un ensemble de clauses, mis à part dans certains
cas particuliers (voir par exemple [171]). Ainsi, aucune règle d'inférence ne
peut être appliquée à l'ensemble de clauses {f(a) 6' f(b)}, bien que a 6' b
soit un impliqué premier de cet ensemble. Nous avons donc exploré de quelles
façons ce calcul pouvait être adapté pour engendrer tous les impliqués pre-
miers d'un ensemble de clauses. Une grande partie de ces travaux ont été
réalisés dans le cadre de la thèse de Sophie Tourret [170].

6.1 Symboles abducibles constants

Nous avons considéré le cas où les symboles abducibles considérés consti-
tuent un ensemble �ni de termes fermés. Quitte à aplatir ces termes, ceci
nous permet de supposer que l'ensemble A est constitué d'un ensemble
de constantes, ce qui garantit que, à idempotence près, l'ensemble des A-
impliqués premiers d'un ensemble de clauses donné est �ni.

6.1.1 Filtrage des symboles non-abducibles

Une première approche a consisté à étudier comment utiliser le calcul
de superposition pour �ltrer les symboles non-abducibles d'un ensemble de
clauses :

Dé�nition 8 Etant donnés des ensembles de clauses S et S′, on dit que S′

est un A-�ltrage de S si et seulement si :
� S |= S′.
� Les uniques symboles apparaissant dans S′ sont des éléments de A.
� Les A-impliqués premiers de S sont exactement les A-impliqués pre-
miers de S′. ♦

Clairement, engendrer les A-impliqués premiers de S en appliquant le calcul
de Résolution standard à un A-�ltrage de S est plus e�cace que d'appliquer
ce calcul directement à S ; il est de plus garanti qu'un tel procédé termine,
ce qui peut ne pas être le cas pour l'ensemble S. Nous avons dé�ni dans [72]
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une adaptation du calcul de Superposition qui, étant donné un ensemble de
clauses S, permet d'engendrer un A-�ltrage de S.

L'adaptation proposée est basée sur un principe d'abstraction similaire
à celui employé dans le calcul hiérarchique de [16], avec la di�érence notable
que dans ce calcul, aucune contrainte n'empêche les symboles abducibles d'in-
teragir avec les autres termes dans les clauses. Plus précisément, les termes
considérés dans ce calcul sont construits sur un ensemble de variables de la
forme V ]VA, les éléments de V étant des variables standard, et les éléments
de VA des variables abducibles. Ces variables abducibles dénotent intuiti-
vement des constantes abducibles, et permettent d'associer à des clauses
standard des clauses équivalentes dont les littéraux contenant des symboles
autres que des constantes ou variables abducibles, ne contiennent aucune
constante abducible. De telles clauses sont appelées des clauses abstraites.

Exemple 9 PosonsA = {a, b, c}, C = f(a, x) ' b∨a 6' d∨g(c) ' g(f(y, c)),
et supposons que {xa, xb, xc} ⊆ VA. Alors la clause C est équivalente à la
clause abstraite suivante :

xa 6' a ∨ xb 6' b ∨ xc 6' c ∨ f(xa, x) ' xb ∨ xa 6' d ∨ g(xc) ' g(f(y, xc)).

♣

Intuitivement, ce principe d'abstraction permet d'employer le calcul de Su-
perposition pour engendrer des A-impliqués supplémentaires. Par exemple,
dans le cas où A = {a, b}, l'abstraction de la clause unitaire f(a) 6' f(b)
est x 6' a ∨ y 6' b ∨ f(x) 6' f(y). La règle de Ré�exion appliquée à cette
clause produit x 6' a ∨ x 6' b et, en appliquant à nouveau cette règle, le
calcul engendre a 6' b, qui est bien un A-impliqué de f(a) 6' f(b). Cepen-
dant, ce principe d'abstraction ne permet pas toujours d'engendrer tous les
A-impliqués premiers d'un ensemble de clauses, et il ne permet pas non plus
d'obtenir un A-�ltrage de cet ensemble de clauses. Nous avons donc adapté le
calcul de Superposition en imposant des restrictions sur les uni�cateurs au-
torisés pour appliquer les règles d'inférence, et sur les ordres de simpli�cation
utilisés pour comparer les termes et littéraux.

� Les restrictions imposées sur les uni�cateurs utilisés dans le calcul in-
terdisent que les images des variables abducibles soient des éléments
autres que des variables (abducibles ou standard), et que les images des
variables standard contiennent des constantes abducibles. Ces restric-
tions permettent de garantir que la conclusion de chaque règle d'infé-
rence est une clause abstraite et bloquent certaines inférences qui sont
inutiles dans le processus de �ltrage.

� Les restrictions sur les ordres de simpli�cation considérés garantissent
que l'ordre entre deux termes ne dépend pas des constantes abducibles
qu'ils contiennent.

Après avoir dé�ni une notion de redondance adaptée à ce calcul qui coïncide
avec la notion de redondance standard pour des clauses standard, nous avons
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démontré que si S est un ensemble saturé de clauses abstraites, alors

FA(S)
def

= {C ∈ S | C contient uniquement des symboles de A}

est un A-�ltrage de S. Nous avons également dé�ni un critère garantissant
la terminaison de ce calcul, ce qui nous a permis de prouver que, pour tout
ensemble de constantes abducibles A, le calcul termine en engendrant un
A-�ltrage de tout ensemble de la forme T ∪ S, où S est un ensemble de
clauses fermées et T est une des théories dé�nies dans [11, 10, 34]. Nous
obtenons donc une procédure qui termine et permet d'engendrer des A-
impliqués premiers (et donc des explications construites sur les symboles de
A) dans de nombreuses théories fréquemment utilisées dans la communauté
SMT, en appliquant les étapes suivantes à l'ensemble de clauses S fourni en
entrée :

1. Abstraction des clauses dans S pour obtenir un ensemble équivalent
S′, constitué de clauses abstraites.

2. Saturation de S′ en utilisant l'adaptation du calcul de Superposition
dé�nie ci-dessus pour obtenir un ensemble saturé T .

3. Extraction de FA(T ) de l'ensemble T .

4. Saturation de FA(T )∪Eq par le calcul de Résolution standard, où Eq
contient les instances par les éléments de A des axiomes de l'égalité.

L'ensemble saturé obtenu à l'étape 4 est exactement l'ensemble desA-impliqués
premiers de S.

6.1.2 Une génération e�cace des A-impliqués premiers

Dé�nition du calcul K

La procédure décrite ci-dessus permet de réduire le problème de la gé-
nération des A-impliqués premiers d'un ensemble de clauses quelconque à
la génération des A-impliqués premiers d'un ensemble de clauses fermées ne
contenant que des symboles de A. La génération des A-impliqués premiers
pour de tels ensembles en se basant sur le calcul de Résolution et l'instancia-
tion des axiomes de l'égalité demeure néanmoins peu e�cace. Par exemple,
il est possible d'appliquer la règle de Résolution avec pour prémisses deux
instances de l'axiome de transitivité. Une telle inférence est clairement in-
utile, puisque la résolvante est une tautologie en logique équationnelle. Nous
avons proposé dans [75, 76] un système d'inférence K, qui intègre le raison-
nement équationnel, pour engendrer les A-impliqués premiers. Ce calcul est
une adaptation du calcul standard de Paramodulation non-ordonnée, et est
constitué des règles d'inférence de la Figure 6.3.

Ce calcul peut être interprété comme un calcul de Paramodulation condi-
tionnelle. Par exemple les clauses unitaires a ' b et c 6' d permettent d'en-
gendrer la clause a 6' c∨ b 6' d, qui peut s'interpréter comme : �si a et c sont
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Factorisation
a ' b ∨ a′ ' b′ ∨ C

a ' b ∨ a 6' a′ ∨ b 6' b′ ∨ C

Paramodulation positive

a ' b ∨ C a′ ' c ∨D
a 6' a′ ∨ b ' c ∨ C ∨D

Multi-paramodulation négative∨n
i=1(ai 6' bi) ∨ P1 c ' d ∨ P2∨n
i=1(ai 6' c ∨ d 6' bi) ∨ P1 ∨ P2

Figure 6.3 � Règles d'inférence du calcul K

égaux alors b et d sont distincts�. Le calcul K admet également une règle de
suppression de clauses redondantes : pour un ensemble de clauses S∪{C}, s'il
existe une clause D ∈ S telle que D |= C, alors la clause C est supprimée de
l'ensemble de clauses considéré. Ce critère de redondance est essentiel pour
obtenir un calcul e�cace et garantir que l'ensemble saturé obtenu par l'ap-
plication des règles contient exactement l'ensemble des impliqués premiers
recherché, sans qu'il soit nécessaire d'avoir recours à un post-traitement. Il
explique pourquoi le calcul admet une règle de Multi-paramodulation néga-
tive et non pas une règle de Paramodulation négative : dans le cas contraire,
le calcul n'aurait pas permis d'engendrer tous les impliqués premiers d'un
ensemble de clauses en présence du critère de redondance.

Exemple 10 Soit S
def

= {a 6' c ∨ a 6' d, a ' b ∨ b 6' c ∨ b 6' d}, et considé-
rons la clause C

def

= b 6' c ∨ b 6' d. Alors C est un impliqué premier de
S, puisque S ∪ {b ' c, b ' d} est insatisfaisable. Cependant, si la règle de
Multi-paramodulation négative est remplacée par une règle de Paramodula-
tion négative dans K, alors la clause C ne peut pas être engendrée à partir
de S car toutes les clauses engendrées à partir de S sont redondantes. Par
exemple, la clause engendrée par la règle de Paramodulation négative avec
pour prémisses les deux éléments de S est a 6' a∨b 6' c∨a 6' d∨b 6' c∨b 6' d ;
cette clause est équivalente à a 6' c ∨ a 6' d et est donc supprimée par le
critère de redondance. La règle de Multi-paramodulation négative appliquée
aux deux clauses de S, en prenant a1 = a2 = a, b1 = c et b2 = d, engendre
la clause a 6' a ∨ b 6' c ∨ a 6' a ∨ b 6' d ∨ b 6' c ∨ b 6' d, qui est équivalente à
C. ♣

Nous avons démontré que K est un calcul complet : si S est un ensemble
de clauses saturé et C est un impliqué de S, alors il existe D ∈ S tel que
D |= C ; un ensemble de clauses saturé par K est donc identique à son propre
ensemble d'impliqués premiers.
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Représentation et stockage des impliqués

L'e�cacité de l'implémentation de K repose sur la façon dont sont re-
présentés et stockés les impliqués engendrés. Ce problème de stockage a été
largement étudié en logique propositionnelle, où des structures de données
comme les tries [92] ou les ZBDD [130] sont utilisés dans les générateurs
d'impliqués premiers les plus performants. Adapter ces structures de données
à la logique équationnelle nécessite de résoudre plusieurs problèmes, même
dans le cas où les clauses considérées ne contiennent que des constantes dans
A. Ainsi, en logique propositionnelle, tester une relation de conséquence lo-
gique entre deux clauses se réduit à e�ectuer un test d'inclusion, et deux
clauses sont équivalentes si et seulement si elles sont égales (modulo idem-
potence et commutativité de l'opérateur de disjonction). Ce n'est plus le
cas en logique équationnelle, où une clause peut être la conséquence logique
d'une autre clause, sans avoir le moindre littéral en commun, et où plusieurs
clauses peuvent être équivalentes tout en étant syntaxiquement distinctes.
Nous avons dé�ni une opération de projection sur les clauses, qui permet
de véri�er syntaxiquement si une clause est la conséquence logique d'une
autre clause, et une opération de normalisation, qui associe à deux clauses
équivalentes la même forme normale. Ces opérations sont basées sur des rela-
tions d'équivalence qui peuvent être associées à des clauses et sur l'ordre ≺A
employé pour comparer les symboles abducibles entre eux. Intuitivement, à
une clause C est associée une relation d'équivalence ≡C telle que pour tous
termes t et s, on a t ≡C s si et seulement si ¬C |= t ' s. La projection d'une
clause D sur C se construit à l'aide des plus petits éléments pour ≺A des
classes de congruence de ≡C . La forme normale C↓ de C est intuitivement
la plus petite clause pour une extension de ≺A qui est équivalente à C.

Exemple 11 Supposons que A = {a, b, c, d, e}, où a ≺A b ≺A c ≺A d ≺A e
et considérons les clauses C

def

= a 6' b ∨ b 6' c ∨ a ' d ∨ b ' e, et D
def

= b 6'
d∨c ' e. Comme ¬C |= a ' b∧b ' c, les classes d'équivalence de la relation
≡C sont {a, b, c}, {d} et {e}, et les plus petits éléments de chaque classe pour
≺A sont respectivement a, d et e. La projection de D sur C est la clause
a 6' d∨a ' e et la forme normale de C est C↓ = a 6' b∨a 6' c∨a ' d∨a ' e.♣

Ces opérations nous ont permis de dé�nir les arbres clausaux, une adapta-
tion des tries propositionnels, avec des algorithmes e�caces d'insertion et
suppression de clauses pour stocker les impliqués engendrés par le calcul.

Le calcul a été implémenté 2 en OCaml. L'outil résultant, nommé Kparam,
est basé sur l'algorithme �given clause� [127] (voir aussi l'Algorithme 1) : les
clauses de l'ensemble considéré sont initialement stockées dans un ensemble
W de clauses à traiter (waiting set) et sont extraites une par une et utilisées
comme prémisses des règles d'inférence du calcul avant d'être stockées dans

2. http://lig-membres.imag.fr/tourret/index.php?&tab=3&slt=tools

http://lig-membres.imag.fr/tourret/index.php?&tab=3&slt=tools
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Algorithme 1 : Algorithme Given Clause

entrée : un ensemble de clauses S
sortie : les impliqués premiers de S
W := S;
P := ∅;
tant que W 6= ∅ faire

retirer C de W ;
si C n'est pas redondant dans P alors

R := {D ∈ P |D est redondant dans P ∪ {C}};
P := (P ∪ {C}) \R;
N :=
{D engendré avec prémisses dans P, dont au moins un est C};
W := W ∪N ;

retourner P

un ensemble de clauses traitées (processed set). Les clauses redondantes sont
éliminées au fur et à mesure qu'elles sont détectées et les clauses nouvellement
engendrées sont stockées dans l'ensemble W .

Nous avons e�ectué une étude expérimentale sur l'outil résultant, Kparam.
Comme il n'y avait, à notre connaissance, aucun outil permettant d'engen-
drer tous les impliqués premiers en logique équationnelle, nous avons instan-
cié les problèmes considérés en logique propositionnelle, et comparé Kparam

avec Zres, qui était alors l'outil le plus e�cace pour engendrer les impliqués
premiers dans cette logique. Nous avons comparé les temps nécessaires aux
deux outils pour engendrer les impliqués premiers, et n'avons pas inclus dans
ce décompte le temps nécessaire au post-traitement des impliqués proposi-
tionnels obtenus pour, par exemple, supprimer ceux qui sont des tautologies
en logique équationnelle. Les résultats expérimentaux ont montré que Kparam
est plus rapide que Zres dans 65% des cas, et au moins deux fois plus rapide
dans 54% des cas.

6.1.3 Exploitation des impliqués unitaires

Une analyse détaillée des cas dans lesquels l'outil Kparam est moins e�-
cace que Zres nous a permis de constater qu'en général, ceci se produisait
quand l'ensemble de clauses considéré admet des impliqués unitaires. Nous
avons étudié de quelle façon exploiter de tels impliqués et nous sommes ba-
sés sur le fait que si une formule F admet un impliqué unitaire a ' b, alors
F ≡ F ∧a ' b ≡ F [b/a]∧a ' b, où F [b/a] est la formule obtenue en rempla-
çant chaque occurrence de a par b dans F . Clairement, il est moins coûteux
d'engendrer les impliqués premiers de F [b/a] que ceux de F , et nous avons
étudié comment exploiter la présence d'impliqués unitaires pour accélérer la
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génération des impliqués premiers d'un ensemble de clauses donné.

Une première approche a consisté à mettre au point un calcul permettant
de générer tous les impliqués premiers unitaires d'un ensemble de clauses,
a�n de simpli�er ce dernier avant d'en engendrer les autres impliqués pre-
miers. Nous avons montré (voir [170]) que le calcul de Paramodulation non-
ordonnée permet d'engendrer ces impliqués unitaires ; plus précisément, si S
est un ensemble saturé par la Paramodulation non-ordonnée et C est une
clause unitaire telle que S |= C, alors C ∈ S. Les impliqués unitaires de
S peuvent donc être obtenus en extrayant toutes les clauses unitaires de la
saturation par la Paramodulation non-ordonnée de S. Ainsi étant donné un
ensemble de clauses S, il est possible d'obtenir un couple 〈T,U〉 où U est
l'ensemble des impliqués unitaires de S et T est l'ensemble de clauses obtenu
en simpli�ant S avec les équations de U . Le calcul K peut alors être utilisé
pour engendrer T ′, l'ensemble des impliqués premiers de T . Il est ensuite
nécessaire d'e�ectuer des opérations supplémentaires pour engendrer les im-
pliqués premiers de S. En e�et, cet ensemble est distinct de T ′ ∪U puisque,
par exemple, les clauses engendrées avec des prémisses respectivement dans
T ′ et dans U ne sont pas nécessairement dans T ′ ∪ U . Les impliqués pre-
miers de S peuvent être récupérés en calculant la saturation de T ′∪S par K,
mais nous avons dé�ni un algorithme plus e�cace permettant de récupérer
ces impliqués. Le principe de l'algorithme repose sur le fait qu'il est inutile
d'appliquer les règles d'inférence de K quand aucun des prémisses n'est dans
U , ce qui réduit de façon drastique le nombre d'inférences à e�ectuer pour
récupérer l'ensemble des impliqués premiers.

A�n d'améliorer l'e�cacité de cette procédure, nous avons exploré dans
[78] comment l'adapter a�n de pouvoir traiter les impliqués unitaires à la
volée, c'est-à-dire d'appliquer uniquement le calcul K et de simpli�er l'en-
semble de clauses en entrée au fur et à mesure que des impliqués unitaires
sont engendrés. Maintenir la complétude du calcul en ajoutant cette possi-
bilité de simpli�er les clauses n'est pas trivial car il est parfois nécessaire
d'e�ectuer des inférences avec pour prémisses des clauses simpli�ées dont la
version d'origine a déjà été traitée (la version d'origine est dans l'ensemble
P de l'Algorithme 1). La complétude du calcul peut être rétablie en transfé-
rant toutes les clauses simpli�ées de l'ensemble P à W , mais cette solution
n'est pas satisfaisante. Nous avons donc dé�ni la notion de 〈a, b〉-neutralité et
prouvé qu'il est possible de maintenir la complétude du calcul en ne transfé-
rant de P àW que les clauses qui ne sont pas 〈a, b〉-neutres. Nous avons mené
une étude expérimentale en comparant les performances de l'outil Kparam
auquel a été ajoutée la gestion des impliqués unitaires avec Zres et avons
constaté une nette amélioration du premier, qui devient au moins deux fois
plus rapide que Zres dans 73% des cas, contre 54% auparavant.
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6.2 Calcul de superposition contraint

6.2.1 Cas des abducibles constants

Nous avons choisi dans [77, 85] d'explorer une nouvelle approche à la gé-
nération d'impliqués premiers, basée sur un calcul de superposition contraint.
Le principe de ce calcul est de permettre d'ajouter des hypothèses à des
ensembles de clauses dans le processus de saturation du calcul de Superpo-
sition standard. Ces hypothèses supplémentaires sont conservées dans des
contraintes associées aux clauses et propagées lors des inférences ; intuitive-
ment, si une clause de la forme JC | X K est engendrée à partir d'un ensemble
S, ceci signi�e que la clause standard C peut être engendrée à partir de
S ∪X . En particulier, si une clause de la forme J� | X K est engendrée, alors
S ∪ X est insatisfaisable, ce qui signi�e que X c est un impliqué de S.

Le fait de stocker les hypothèses supplémentaires dans des contraintes
et non pas directement dans les clauses, comme c'était le cas pour le calcul
K, tend à augmenter l'espace de recherche dans la génération des impliqués
premiers. En e�et, une clause contenant n littéraux peut être représentée de
2n façons di�érentes, en fonction des littéraux qui sont stockés ou non dans
les contraintes. Nous avons néanmoins choisi d'explorer cette approche car
le fait de stocker les hypothèses dans les contraintes apporte deux avantages
principaux :

� Cela permet d'utiliser les contraintes d'ordre et les fonctions de sélec-
tion standard de SP dans le calcul contraint tout en maintenant la
complétude de ce dernier, ce qui n'était pas le cas avec le calcul K.

� Cela permet d'imposer des restrictions sur les impliqués premiers à
engendrer, ce qui peut être un avantage pratique quand l'ensemble des
impliqués premiers d'un ensemble donné est extrêmement large.

D'un point de vue formel, nous considérons donc des clauses contraintes
de la forme JC | X K, où C est une clause standard etX est un A-ensemble,
c'est-à-dire un ensemble de littéraux qui contiennent comme termes fermés
des éléments de A uniquement. Ces clauses contraintes sont appelées des
A-clauses. Le calcul de superposition est adapté à ces A-clauses de façon
naturelle : à une inférence standard de la forme

C1 · · · Cn

Dσ

est associée une inférence

JC1 | X1K · · · JCn | XnK
JD | X1 ∪ . . . ∪ Xn ∪ YKµ

,

avec la di�érence notable qu'au lieu d'appliquer un uni�cateur le plus général
standard des termes 〈t1, . . . , tn〉 à la conclusion de la règle d'inférence, nous
déterminons une substitution la plus générale µ et un A-ensemble Y tels que
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Assertion positive
Jt ./ s ∨ C | X K

Ju ./ s ∨ C | X ∧ t ' uK
où :
./∈ {', 6'}, s ≺A t, u ≺A t et t ./ s est sélectionné dans t ./ s∨C.

Assertion négative
Jt ' s ∨ C | X K

Js 6' u ∨ C | X ∧ t 6' uK
où :
s ≺A t, u ≺A t et t ' s est sélectionné dans t ' s ∨ C.

Figure 6.4 � Transfert de littéraux sélectionnés

les tiµ sont égaux modulo les égalités qui apparaissent dans Y ; on dit alors
que les ti sont A-uni�ables.

Exemple 12 Soit A def

= {a, b, c}, et considérons les termes t1
def

= f(a, b, d),
t2

def

= f(x, y, z), t3
def

= f(x, x, z) et t4
def

= f(x, x, x). Les termes t1 et t2 sont uni-
�ables (et donc A-uni�ables) ; t1 et t3 sont A-uni�ables (µ

def

= {x← a, z ← d}
et Y def

= {a ' b}) ; t1 et t4 ne sont pas A-uni�ables, car d n'est pas un symbole
abducible. ♣

Nous obtenons le calcul cSP0 en ajoutant à l'adaptation des règles de SP
des règles d'inférence permettant le transfert de littéraux sélectionnés vers les
contraintes (voir la Figure 6.4). Après avoir dé�ni des notions de redondance
et de saturation sur les A-clauses qui coïncident avec les notions usuelles sur
les clauses standard, nous avons démontré que si S est un ensemble de A-
clauses saturé par cSP0 et C est une clause ne contenant que des symboles
abducibles, telle que S |= C, alors S contient une A-clause de la forme
J� | YK telle que Yc |= C. Autrement dit, l'ensemble {Yc | J� | YK ∈ S} est
l'ensemble des A-impliqués premiers de S.

Le calcul cSP0 a été implémenté en OCaml, dans un outil appelé csp0
3.

Bien que le fait d'utiliser des clauses contraintes implique qu'il y a plus de
clauses à considérer qu'avec le calcul K, les expériences menées ont montré
que l'utilisation de contraintes d'ordre et d'une fonction de sélection permet
d'engendrer les A-impliqués premiers à l'aide de cSP0 dans une majorité
des cas ; de plus, sur les 1000 ensembles de clauses testés, csp0 engendre les
impliqués premiers dix fois plus rapidement que Kparam dans 25% des cas.

Le calcul cSP0 peut également être adapté à moindre coût pour n'en-
gendrer que les impliqués premiers véri�ant certaines conditions. Chercher
à imposer des conditions sur les impliqués premiers engendrés se justi�e par
le fait que la totalité des impliqués premiers d'un ensemble de clauses peut
être très large, pouvant dépasser le million d'éléments alors que l'ensemble

3. http://lig-membres.imag.fr/tourret/index.php?&tab=3&slt=tools

http://lig-membres.imag.fr/tourret/index.php?&tab=3&slt=tools
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de clauses de départ ne contient que peu de clauses 4. Il est donc naturel ,
pour quelqu'un cherchant à engendrer les explications d'une formule satisfai-
sable, non seulement de spéci�er la forme de ces explications (en �xant l'en-
semble des symboles abducibles), mais également d'imposer des contraintes
sur ces explications. Ces contraintes peuvent être syntaxiques, comme par
exemple des bornes sur la taille des impliqués engendrés, ou bien séman-
tiques, comme par exemple d'imposer que chaque impliqué ait une clause
de l'ensemble d'origine pour conséquence logique. Plutôt que de récupérer
ces impliqués a posteriori en �ltrant la totalité des impliqués, nous avons
dé�ni une condition de fermeture par subsomption sur les contraintes appa-
raissant dans les A-clauses, et prouvé que l'adaptation de cSP0 telle que
toutes les inférences engendrant une A-clause dont la contrainte ne véri�e
pas la condition souhaitée, permet d'engendrer les impliqués premiers vé-
ri�ant la condition en question, et eux seuls. Cette technique permet par
exemple, d'engendrer uniquement les impliqués premiers d'une taille bornée,
qui sont positifs, négatifs, ou encore des implicants d'une formule donnée, ou
n'importe quelle combinaison de ces conditions.

6.2.2 Cas des abducibles quelconques

Nous avons dé�ni dans [80, 89] un calcul, cSP, permettant d'engendrer
des A-impliqués premiers dans le cas où A peut contenir des symboles autres
que des constantes. Bien qu'étant basé sur des clauses contraintes, ce cal-
cul ne peut pas être considéré comme une simple adaptation de cSP0. Les
contraintes sont dé�nies comme des ensembles quelconques de littéraux dont
la sémantique est similaire à celle dé�nie précédemment et le calcul est para-
métré par un ensemble X de contraintes fermées par inclusion, ce qui permet
de contrôler les impliqués engendrés en bloquant les inférences qui génèrent
des clauses dont les contraintes ne sont pas dans X. Il est ainsi possible
d'engendrer les A-impliqués d'un ensemble en considérant le cas où X est
l'ensemble des contraintes construites uniquement avec des symboles de A,
et d'autres restrictions comme par exemple sur la taille et la polarité des
contraintes peuvent également être imposées. L'ensemble X permet égale-
ment d'engendrer des impliqués premiers quanti�és universellement ; il su�t
pour cela que cet ensemble contienne la forme Skolemisée des contraintes
correspondantes, c'est-à-dire des contraintes avec des constantes n'apparais-
sant pas dans l'ensemble de clauses considéré. Le calcul est également une
adaptation de SP, mais il est plus focalisé que cSP0. Ainsi, l'adaptation des
règles de SP est plus directe : à une règle de SP de la forme

C1 · · · Cn

Dσ

4. Il est fréquent pour des ensembles contenant moins d'une dizaine de clauses, chacune
constituée de moins d'une dizaine de littéraux, d'admettre plusieurs millions d'impliqués
premiers.
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Assertion Positive
Ju[t] ./ v ∨ C | X K

Ju[s] ./ v ∨ C | X ∧ t′ ' sKσ
(i), (iv)

Assertion Négative
Jt ' s ∨ C | X K

Ju[s] ./ v ∨ C | X ∧ u[t′] ./ vKσ
(ii), (iii), (v)

où ./ représente ' ou bien 6', et les conditions suivantes sont véri�ées :

Pour toutes les règles, σ = mgu(t, t′) ;

(i) : s ≺ t′, vσ 6� u[t]σ et (u[t] ./ v)σ ∈ sel((u[t] ./ v ∨ C)σ) ;

(ii) : (t ' s)σ ∈ sel((t ' s ∨ C)σ) et sσ 6� tσ ;

(iii) : v ≺ u[t′] ;

(iv) : X ∧ t′ ' s ∈ X ;

(v) : X ∧ u[t′] ./ v ∈ X.

Figure 6.5 � Règles d'inférence pour cSP.

est associée une règle de cSP de la forme

JC1 | X1K · · · JCn | XnK
JD | X1 ∪ . . . ∪ XnKσ

Ce calcul autorise donc moins d'inférences car les termes considérés dans les
prémisses des règles doivent être uni�ables et non plus A-uni�ables. cSP
permet d'employer le même ordre de simpli�cation et la même fonction de
sélection que SP, et l'ajout d'hypothèses à des contraintes est plus dirigé
que dans le cas de cSP0 : une hypothèse est ajoutée à une clause contrainte
seulement s'il est possible d'e�ectuer une inférence dans SP avec pour pré-
misses la clause en question. Les règles d'ajout d'hypothèses aux contraintes
sont résumées dans la Figure 6.5.

La notion de redondance employée dans cSP est une adaptation directe
de celle dans SP, tenant compte des contraintes, et nous avons réduit l'es-
pace de recherche en normalisant systématiquement les clauses contraintes
engendrées par le calcul. Nous avons démontré que cSP est correct et com-
plet : si S est un ensemble de clauses et S′ est une saturation de S par cSP,
alors pour toute contrainte X ∈ X, S |= X c si et seulement s'il existe une
clause contrainte de la forme J� | X ′K dans S′ telle que X ′ ⊆ X .

Nous avons réalisé une implémentation de ce calcul, nommée csp 5, dans
le cas où les ensembles de clauses considérés sont fermés. Dans cette implé-
mentation, nous avons employé un critère de redondance plus restreint que
celui utilisé dans la preuve de la complétude de cSP, et avons adapté les

5. http://lig-membres.imag.fr/tourret/index.php?&tab=3&slt=tools

http://lig-membres.imag.fr/tourret/index.php?&tab=3&slt=tools
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arbres clausaux a�n de pouvoir tenir compte des contraintes associées aux
clauses ; obtenant ainsi les arbres clausaux contraints. Nous avons dé�ni les
algorithmes permettant de tester si un arbre clausal contraint contient une
clause contrainte plus générale qu'une clause contrainte donnée, et, dans le
cas contraire, d'insérer cette clause dans l'arbre tout en en supprimant les
clauses moins générales que celle nouvellement insérée. L'outil résultant a
été comparé à csp0, Zres et primer, un outil 6 plus récent permettant d'en-
gendrer les impliqués propositionnels plus e�cacement que Zres (voir par
exemple [148]). Pour e�ectuer les comparaisons entre les di�érents outils, les
problèmes considérés ont été réduits à la logique équationnelle avec unique-
ment des constantes et à la logique propositionnelle. Nous avons comparé
les temps nécessaires aux di�érents outils pour engendrer les impliqués pre-
miers, sans tenir compte des post-traitements nécessaires à la reconstitution
des impliqués premiers de la formule d'origine. Quand les problèmes initiaux
ne contiennent que des constantes, csp0 tend à être l'outil le plus performant,
ce qui s'explique par le fait que les algorithmes de stockage dans des arbres
clausaux sont alors plus simples et plus e�caces. Dans le cas général cepen-
dant, csp est clairement l'outil le plus e�cace pour engendrer les impliqués
premiers.

6.3 Discussion

Nos travaux ont mené à la dé�nition de di�érents calculs permettant d'en-
gendrer des impliqués premiers par saturation, et, par dualité, de construire
des explications de façon automatique. Ces calculs sont complets ; il est ga-
ranti que chacun d'entre eux permet d'engendrer les impliqués premiers de la
forme appropriée (construits à partir de constantes, de termes fermés ou de
termes quelconques), quel que soit l'ensemble de clauses considéré, qu'il soit
fermé ou non. L'opération de normalisation de clauses, que nous avons dé-
�ni lors de notre étude de critères syntaxiques pour détecter e�cacement les
clauses redondantes, pourrait potentiellement être utilisée dans des démons-
trateurs standard basés sur la superpositions. Des études expérimentales
ont en e�et montré que dans certains cas, la normalisation systématique
des clauses considérées lors du processus de saturation permet de réduire le
nombre de clauses à véri�er d'un ordre de magnitude. Il serait intéressant
de pousser ces expérimentations pour étudier précisément l'impact qu'aurait
cette normalisation systématique sur les performances des démonstrateurs
automatiques, après l'avoir étendue aux clauses quelconques et non plus
seulement aux clauses fermées. Le fait de pouvoir imposer des contraintes
que doivent véri�er les impliqués premiers obtenus et de garantir que les cal-
culs engendrent exactement ces derniers sans nécessiter de post-traitement
est d'un grand intérêt, puisque le nombre d'impliqués premiers d'un en-

6. http://logos.ucd.ie/web/doku.php?id=primer

http://logos.ucd.ie/web/doku.php?id=primer
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semble de clauses peut être très élevé, et qu'il peut sembler raisonnable de,
par exemple, limiter la taille et/ou la polarité des impliqués recherchés.
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Chapitre 7

Perspectives

Les travaux menés dans plusieurs des thématiques abordées dans ce mé-
moire ne sont pas �nalisés et continuent à donner lieu à des pistes que nous
explorons encore.

7.1 Intégration du raisonnement inductif dans des
procédures basées sur la saturation

Nous étudions en ce moment l'intégration du raisonnement inductif dans
les procédures de preuve basées sur la saturation. Le but de ces travaux
est d'être capable de démontrer des théorèmes nécessitant l'emploi de l'in-
duction en se servant de systèmes d'inférence complets pour la réfutation.
Le principe de la méthode sur laquelle nous travaillons est d'étendre ces
systèmes d'inférence pour qu'ils puissent automatiquement engendrer des
conséquences inductives de la formule fournie en entrée, puis d'en construire
une réfutation avec les règles d'inférence standard. Par exemple, sur l'en-
semble S = {p(a), ¬p(x) ∨ p(s(x)),¬p(n)}, où n doit être interprété comme
un terme de la forme sk(a) avec k ∈ N, le calcul engendre la formule ∀x p(x).
Cette dernière est une conséquence inductive de S, et l'ajout de la clause p(x)
à S permet d'engendrer la clause vide à l'aide de règles d'inférence standard.

Dans le cas général, la génération de la conséquence inductive permettant
de construire une réfutation s'e�ectue en plusieurs étapes que nous décrivons
ci-dessous. Dans un souci de simpli�cation, nous supposons que l'ensemble
contient un unique terme t qui doit être interprété sur un domaine inductif
dont les constructeurs sont a et f .

� Le terme t est abstrait des clauses où il apparaît, ce qui permet d'ap-
pliquer les règles d'inférence standard sur des clauses contraintes, les
contraintes conservant les propriétés que doivent véri�er ces termes in-
ductifs. Par exemple, la clause p(b) ∨ q(t) est remplacée par la clause
contrainte Jp(b) ∨ q(x) | x ' tK.

� Une réfutation de la forme J� | t ' aK est engendrée, ce qui signi�e

75
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que l'ensemble S est e�ectivement insatisfaisable si t = a. La procé-
dure extrait alors de cette réfutation une formule ϕ(x) telle que ¬ϕ(a)
a été employée pour engendrer la réfutation. La formule ϕ(x) est po-
tentiellement un invariant inductif.

� La procédure permet de véri�er que ϕ(x) est e�ectivement un invariant
inductif en appliquant le principe de descente in�nie ; autrement dit, en
prouvant que si ϕ(t) n'est pas vraie, alors il existe s un sous-terme strict
de t tel que ϕ(s) n'est pas vraie. Si c'est le cas, alors l'invariant ∀xϕ(x)
est ajouté à l'ensemble de clauses, et si le principe de la descente in�nie
échoue, alors le calcul extrait de cet échec l'information permettant de
ra�ner l'invariant candidat avant d'appliquer à nouveau le principe de
la descente in�nie.

Une fois que les règles permettant d'engendrer les invariants inductifs au-
ront été précisément dé�nies et que leur correction aura été démontrée, ces
règles pourront être intégrées à des systèmes d'inférence comme le calcul de
Superposition a�n de réaliser des études expérimentales sur leur e�cacité. Il
sera également intéressant d'identi�er des classes de formules pour lesquelles
il est garanti que le calcul est complet, et plus particulièrement de critères
syntaxiques assurant la complétude du calcul.

7.2 Méthodes de décomposition pour l'abduction

Une des limitations de nos travaux sur les procédures d'abduction est que,
à l'instar des outils basés sur la superposition en démonstration automatique,
ceux que nous avons développés ne sont pas capables de traiter e�cacement
les formules avec une structure combinatoire trop importante. C'est pour-
quoi nous avons lancé un travail de recherche sur la génération d'impliqués
premiers par des méthodes basées sur la décomposition, dans le but d'adap-
ter les techniques mises au point pour la résolution e�cace de problèmes
SAT (et implémentés dans les solveurs CDCL), au cadre de la génération
d'impliqués premiers. L'objectif est de concevoir des outils capables de gérer
des structures combinatoires importantes, tout en laissant aux utilisateurs la
possibilité de choisir les ensembles de symboles abducibles et les contraintes
que doivent satisfaire les impliqués premiers engendrés. Nous avons débuté
ces travaux dans le cadre propositionnel, et c'est sur ce thème qu'a travaillé
Yanis Sellami lors de son stage de M2R (voir [158]). Nous avons conçu un ou-
til basé sur le solveur SAT Mini-SAT [90] qui permet une énumération et une
sélection e�cace des impliqués d'un ensemble de clauses propositionnelles.
L'algorithme mis au point est sommairement décrit dans l'Algorithme 2. Cet
algorithme récursif prend initialement en entrée l'ensemble des clauses dont
il faut déterminer les impliqués premiers, une conjonction vide d'abducibles
et un ensemble d'abducibles candidats. A chaque appel récursif, un nouvel
abducible candidat est ajouté à la conjonction d'abducibles. Si S ∪M est
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Algorithme 2 : PIdec : Enumération d'impliqués premiers
entrée : un ensemble de clauses S
entrée : une conjonction d'abducibles M
entrée : un ensemble d'abducibles candidats A
sortie : les impliqués premiers de S
si S ∪M |= � alors

M ′ := Minimiser(M,S);
retourner {¬M ′}

sinon

Soit I un modèle de S ∪M ;
B := Filtrer(A, I);
pour chaque l ∈ B faire

Pl := PIdec(S, M ∧ l, B \ {l})
retourner

⋃
l∈B Pl

insatisfaisable alors ¬M est un impliqué de S, et un impliqué premier de S
est extrait de M grâce à la fonction Minimiser. Sinon, un modèle de S ∪M
est utilisé par la fonction Filtrer pour réduire le plus possible les abducibles
candidats à considérer dans les appels récursifs.

Des premières études expérimentales ont montré que, si cet outil est plus
e�cace que Zres, l'outil primer reste le plus performant pour engendrer tous
les impliqués d'un ensemble de clauses donné. L'outil que nous avons conçu
possède néanmoins plus de fonctionnalités que primer, puisqu'il permet une
sélection des symboles abducibles sur lesquels doivent être construits les
impliqués, ainsi que l'imposition de contraintes pour �ltrer ces impliqués.

L'étape suivante est d'adapter ces travaux à des logiques plus expressives,
en remplaçant le solveur SAT par un solveur SMT. La structure combinatoire
des problèmes sera la même que dans le cas propositionnel, mais la minimi-
sation des impliqués engendrés soulève de nombreux problèmes théoriques :
si C et D sont des impliqués tels que C |= D, alors en logique proposition-
nelle, tous les littéraux apparaissant dans C apparaissent également dans D.
Ceci n'est plus le cas dans des logiques plus expressives, où les impliqués
pourront de surcroît être construits modulo des théories, et l'étape de mi-
nimisation des impliqués sera donc plus complexe à mettre en oeuvre. Nous
allons débuter ces travaux d'extension en logique équationnelle du premier
ordre.

Nos travaux sur l'abduction et la génération automatique d'hypothèses
ont d'autres applications que la détection d'erreurs, et nous travaillons sur
une de ces applications dans le cadre de la logique de séparation. Cette
logique a été développée pour pouvoir raisonner sur des programmes mani-
pulant la mémoire, et contenant donc des structures dont les champs peuvent
être modi�és [153]. Certi�er que de tels programmes sont corrects nécessite
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souvent de prouver des conjectures en logique de séparation nécessitant des
invariants inductifs, et nous étudions comment utiliser le raisonnement ab-
ductif pour identi�er automatiquement les hypothèses qui permettraient de
prouver de telles conjectures.

Nous travaillons sur ces thèmes dans le cadre de la thèse de Yanis Sellami,
que nous co-encadrons avec Nicolas Peltier, et nous collaborons en ce moment
avec Radu Iosif (Laboratoire Verimag), ainsi qu'avec Stéphane Demri et
Etienne Lozes (Laboratoire Spéci�cation et Véri�cation de l'ENS Cachan)
sur la logique de séparation.

7.3 Assistants de preuve

Les travaux sur une automatisation plus importante du raisonnement
sont complémentaires à ceux sur l'aide au raisonnement, dont le but est de
concevoir des assistants de preuve capables de véri�er et guider les preuves
e�ectuées par des humains. Dans ce domaine, les nombreux travaux de re-
cherche sur les assistants de preuve ont permis la formalisation de nombreux
théorèmes mathématiques, dont l'un des plus célèbres est le théorème des
quatre couleurs, dont la preuve en Coq a été construite par Georges Gon-
thier et Benjamin Werner [99]. De nombreuses améliorations, et notamment
l'intégration d'outils externes ont permis de déléguer des parties de plus en
plus importantes des preuves aux machines. Ainsi, des outils comme Sledge-
hammer [143] ou Nitpick [30] qui sont intégrés à l'assistant de preuve Isabelle
[142] et peuvent être utilisés pour respectivement construire des preuves et
des contre-exemples permettent aux utilisateurs de formaliser de preuves
de plus en plus e�cacement. Nous estimons que les assistants de preuve
devraient dans un futur proche être utilisés de façon plus conséquente par
les mathématiciens pour la réalisation de preuves de plus en plus complexes.
Pour que ceci soit possible, nous pensons que les assistants de preuve doivent
évoluer dans deux directions principales.

� Il faut créer pour ces outils des interfaces qui soient les plus intui-
tives possible. Une raison qui pourrait expliquer qu'il n'y a pas plus
de mathématiciens se servant d'assistants de preuve est que les pre-
miers peuvent considérer le coût d'entrée comme trop élevé. Il semble
donc nécessaire de poursuivre l'e�ort visant à rendre ces outils acces-
sibles à des non-initiés, en poursuivant par exemple le développement
de langages de preuves faciles à lire comme Isar [176, 69], ou d'envi-
ronnements de développement intuitifs comme jEdit [175].

� Il faut poursuivre l'e�ort de coopération entre des assistants de preuve
et des outils entièrement automatisés, capables d'e�ectuer des preuves
en logique du premier ordre, par induction, ou encore de construire
des contre-exemples à des formules ou d'expliquer pourquoi une for-
mule n'est pas valide. Idéalement, cette coopération devrait nécessiter
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une intégration la plus légère possible, pour que di�érents assistants
puissent être connectés à di�érents outils avec un e�ort minimal.

Nous avons pour but à plus long terme d'adapter les outils que nous avons
conçus pour le raisonnement par induction et abduction, a�n de les intégrer
dans des assistants de preuve comme Isabelle [142] ou bien Coq [165]. Nos ou-
tils pour le raisonnement inductif, et notamment celui basé sur les procédés
de saturation, pourraient être intégrés assez facilement dans Isabelle grâce
à Sledgehammer [29], qui est déjà employé pour interagir avec des démons-
trateurs automatiques dont CVC4 1, E 2, Spass 3, Z3 4 ou Vampire 5. Pour
qu'ils soient d'un intérêt plus pratique, nous avons l'intention d'étendre nos
résultats sur le raisonnement abductif à la logique d'ordre supérieur. Notre
objectif sera d'obtenir des procédures d'abduction e�caces, même si elles
ne peuvent pas être complètes, a�n de guider l'utilisateur dans la recherche
d'hypothèses manquantes pour démontrer des théorèmes.

Nous pourrons expérimenter ces outils tout au long du processus de for-
malisation des mathématiques �nancières en Isabelle que nous avons démarré
récemment, en collaboration avec Nicolas Peltier, Hervé Guiol (Laboratoire
TIMC) et Jérôme Lelong (Laboratoire LJK). Les mathématiques �nancières
ont pris leur essor après la démonstration en 1973 par Fischer Black, Myron
Scholes et Robert Merton que, sous certaines hypothèses sur l'évolution aléa-
toire d'un actif �nancier, il est possible de trouver le juste prix de produits
dérivés dont le sous-jacent est l'actif �nancier [27, 129]. Ce prix est déterminé
en montrant qu'il est possible de dé�nir une stratégie d'investissement (ap-
pelée portefeuille de couverture) qui permet de répliquer le produit dérivé,
c'est-à-dire de générer exactement la richesse attendue à la date donnée. Cela
fournit ainsi une technique permettant de se couvrir contre les risques liés à
l'évolution du marché. Depuis, les travaux de plusieurs chercheurs ont permis
la dé�nition de nombreux modèles pouvant être utilisés pour trouver le juste
prix de produits dérivés sur les di�érents marchés : action, taux de change,
taux d'intérêt, crédit ou matières premières. Ces modèles sont implémentés
dans des programmes appelés pricers, et utilisés par di�érentes institutions
�nancières. Ces pricers représentent un risque opérationnel important, car la
moindre erreur d'implémentation peut causer de grandes pertes �nancières.
C'est pourquoi les institutions mettent en place des procédures de validation
dans les départements de gestion des risques, pour s'assurer que les modèles
sont correctement implémentés dans les pricers. Ceci reste une tâche di�cile,
et il n'est pas aisé de détecter les erreurs numériques, notamment en raison
des aléas et incertitudes liés aux simulations. L'objectif de nos travaux sur
ce thème est de concevoir à l'aide d'Isabelle des pricers certi�és, c'est-à-dire

1. http://cvc4.cs.stanford.edu/web/

2. http://eprover.org

3. http://spass-prover.org

4. https://github.com/Z3Prover/z3

5. http://www.vprover.org/

https://github.com/Z3Prover/z3
http://www.vprover.org/
http://eprover.org
http://spass-prover.org
http://cvc4.cs.stanford.edu/web/
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des pricers pour lesquels il est démontré formellement qu'ils ne présentent
pas d'erreurs.

Nous avons débuté ces travaux dans [88], en nous plaçant dans le cadre
d'un modèle en temps discret, plus précisément le modèle binomial dû à Cox,
Ross et Rubinstein [57]. Ce modèle est de loin le plus simple d'un point de vue
mathématique et présente également l'avantage de permettre une résolution
explicite. Il fournit une méthode permettant d'évaluer le prix des options,
modulo certaines hypothèses sur l'évolution du marché. Les résultats obtenus
lorsque l'on applique cette méthode à des options européennes (c'est-à-dire
des options exerçables uniquement à une date précise) convergent vers ceux
donnés par le modèle continu dû à Black et Scholes, qui est beaucoup plus
complexe. Cette méthode est aussi fréquemment employée pour valoriser des
produits pouvant être exercés avant échéance (options dites américaines).
Une première formalisation de ce modèle dans l'assistant de preuve Isabelle
a déjà été réalisée 6. Bien que ce modèle mathématique soit relativement
simple, sa formalisation en Isabelle a nécessité plusieurs milliers de lignes.

Nous avons l'intention dans un premier temps d'étendre les premiers ré-
sultats obtenus, toujours dans le cas discret. Une première application serait
l'obtention d'un pricer certi�é pour options américaines dans le modèle de
Cox, Ross et Rubinstein. La formalisation serait réalisée d'une façon aussi
générique et abstraite que possible, de telle sorte qu'une partie des résul-
tats obtenus, par exemple la formalisation de notions telles que l'absence
d'arbitrage (qui garantit l'absence d'opportunité de pro�t sans risque sur
un marché) pourrait ensuite être ré-utilisée dans le cadre de modèles plus
complexes. Dans un second temps, nous prévoyons de commencer la for-
malisation des notions et résultats fondamentaux du calcul stochastique, qui
servent de base aux traitements des modèles en temps continu, en particulier
le mouvement brownien et l'intégrale stochastique d'Itô, processus Gaussien,
changement de probabilités, martingales et leur représentation.

6. http://crr-isabelle.forge.imag.fr/

http://crr-isabelle.forge.imag.fr/
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