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Résumé

Les types abstraits jouent un role fondamental en spécification des logiciels, puisqu’ils
structurent I'information, et constituent la base de la construction et vérification de
programmes. La définition de types abstraits est étudiée ici dans deux cadres dif-
férents: spécification algébrique et théorie des catégories. L’approche catégorielle
des types abstraits est due a Plotkin, Smyth et Wand, et est issue de la théorie des
domaines. Notre travail a consisté a mettre en rapport ces deux méthodes de cons-
truction de types abstraits, et a utiliser des idées de spécification algébrique dans
cette approche catégorielle. Nous avons en particulier introduit la notion d’équation
et d’algebre satisfaisant des équations. Nous avons montré qu’il existe une algebre
initiale dans la classe des algebres qui satisfont un ensemble d’équations, ce qui per-
met de donner une sémantique a des types abstraits non libres dans le formalisme
des catégories.
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Introduction

Spécifier un programme consiste a décrire ce que le programme doit faire, sans préciser
comment sera effectuée la mise en ceuvre. La phase de spécification est primordiale dans
la conception de logiciels, ne serait-ce que pour donner au programmeur une idée claire du
travail a réaliser. Se pose le probleme du langage employé pour la spécification. L’avantage
d’un langage formel par rapport a une langue naturelle, c’est qu’on peut lui donner une
sémantique précise. Ainsi ces spécifications peuvent elles-mémes étre traitées par des
outils informatiques: on peut ainsi éventuellement vérifier la cohérence du probleme posé,
vérifier que 'implémentation réalise la spécification, ou méme générer automatiquement
du code exécutable.

Les structures ou types de données sont a la base de la programmation et de la
spécification formelle, puisque programmer consiste en fait a écrire des fonctions qui
manipulent des données. Un type de données ne représente pas seulement un ensem-
ble de valeurs que peut prendre une variable, mais également un ensemble d’opérateurs
qui agissent sur ces données. En spécification, on ne doit pas distinguer deux types
conceptuellement identiques mais dont 'implémentation differe. Les types sont donc con-
sidérés comme indépendants de leur représentation, et on parle de types abstraits.

Les types abstraits peuvent étre étudiés dans plusieurs cadres théoriques. En spécifi-
cation algébrique, un type abstrait est une algebre initiale. Plus précisément, définir un
type algébrique consiste a se donner un ensemble de sortes (qui correspondent aux types
dans les langages de programmation courants), et des opérateurs sur ces sortes. On peut
également spécifier des équations que doivent satisfaire les opérateurs. Lorsque que la
spécification d’un type ne comporte pas d’équation, on parle de type libre (et de type non
libre dans le cas contraire).

Une autre théorie permet de spécifier des types abstraits: la théorie des domaines.
Cette théorie provient de recherches en sémantique dénotationnelle des langages de pro-
grammation. L’idée de départ, due a Scott est de définir des espaces de valeurs (ou
domaines) pour définir ces fonctions sémantiques. Ces types de données peuvent étre
récursifs c’est-a~-dire étre définis circulairement: il s’agit typiquement de résoudre une
7équation” de domaines de la forme X = F(X). La théorie des domaines a été appliquée
en A-calcul pour trouver des modeles du A-calcul. Ensuite, Plotkin, Smyth, Wand ont
repris et généralisé ces idées en se placant dans un cadre catégoriel.

Dans ce rapport, nous présentons l’approche catégorielle de construction de types
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abstraits due a Plotkin, Smyth et Wand, et nous tentons de la généraliser a des types
abstraits non libres.

Dans chapitre 1, nous présentons rapidement la définition de types abstraits par la
méthode algébrique. Nous expliquons l'intérét de la notion d’initialité. Nous parlons
également d’applications en construction et preuve de programmes.

Dans le chapitre 2, nous présentons ’approche catégorielle de spécification de types
abstraits. Nous rappelons les définitions utiles de théorie des catégories. Enfin nous
détaillons un théoreme du a Plotkin et Smyth, qui définit un type abstrait dans le cadre
catégoriel.

Dans le chapitre 3, nous montrons que ce théoreme peut s’appliquer dans deux catégo-
ries particulieres: catégorie des ensembles et catégorie des ordres partiels complets. Ce
chapitre consiste essentiellement a montrer que les hypotheses du théoreme de Plotkin
et Smyth sont vérifiées dans ces deux catégories. Cette partie a été étudiée de maniere
beaucoup plus générale par Wand.

L’approche de Plotkin et Smyth ne permet de spécifier que des types abstraits libres.
Dans le chapitre 4, nous introduisons la notion d’équation et d’algebre satisfaisant des
équations dans le cadre catégoriel. Nous montrons l'existence d’une algebre initiale dans
la catégorie des algebres satisfaisant un ensemble d’équations, ce qui permet de donner
un sémantique a des types abstraits non libres.



Chapitre 1

Motivation

1.1 Spécification

Le développement de gros logiciels a montré 'importance de la spécification: spécifier un
probleme consiste a le décrire sans décider prématurément de la facon dont il sera résolu.
Il s’agit de détailler les fonctionnalités d’un programme, sans forcément dire comment les
implémenter: c’est une description des structures de données sous forme externe, c’est-
a-dire du point de vue de 'utilisateur. Une spécification formelle est une spécification
pour laquelle on a une sémantique bien définie. A partir d’une telle spécification, on peut
vérifier la cohérence du probleme posé (c’est-a-dire savoir si on peut effectivement résoudre
le probleme) et quelquefois générer automatiquement du code exécutable. On distingue
la spécification ensembliste (VDM, Z sont des exemples de langages de spécification en-
sembliste), et la spécification algébrique, a laquelle on s’intéresse plus particulierement.
Le développement de la spécification algébrique est du principalement au groupe ADJ
(Goguen, Thatcher, Wagner), et a Ehrig et Mahr ([GM85], [EM85]).

1.2 Approche algébrique des types abstraits

Programmer consiste essentiellement a manipuler de 'information. Cette information est
structurée sous forme de données. Les structures ou types de données sont donc a la
base de la programmation et de la spécification. Ehrig et Mahr ([EM85]) définissent un
type de données comme une collection de domaines de valeurs (dont certains sont appelés
domaines de base et contiennent des éléments de base), et d’opérations sur ces domaines.
De plus, tous les domaines sont des ensembles dénombrables, et tous les éléments des
domaines peuvent étre générés a partir des éléments de base et des opérations. Cette
définition correspond a un type de données ”concret”, proche de I'implémentation. En
spécification, on doit se placer d’un point de vue plus abstrait, moins dépendant de la
représentation du type. Ehrig et Mahr définissent donc un type abstrait comme une
classe de types de données, fermée par renommage des domaines, opérateurs et éléments.
D’un point de vue plus pratique, Meseguer et Goguen ([MG85]) font remarquer que
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définir un type abstrait consiste a regrouper dans un seul module toutes les fonctions de
définition et de manipulation de ce type. L’utilisateur du type de données ne doit avoir
a sa disposition que des fonctions ”abstraites” de traitement de ce type; il ne doit pas
utiliser d’opérations propres a la représentation choisie. De cette maniere, un changement
éventuel de représentation du type ne concerne qu’une partie tres localisée du programme
(le module dans lequel on a regroupé tout ce qui définit ce type).

1.2.1 Algebres multi-sortes

Les types abstraits sont représentés par des algebres multi-sortes. L’utilisation des algebres
multi-sortes est motivée par ’analogie entre type de données et algebre: les sortes repré-
sentent les domaines de valeurs, et les opérations sur les sortes sont les fonctions entre les
domaines de valeurs.

Les définitions qui suivent sont tirées de [MG85]. Etant donné un ensemble S de
sortes, un ensemble indexé par S (ou S-ensemble) est une famille d’ensembles A; pour
chaque s € S. Les éléments de A; sont les éléments de sorte s.

Définition: signature

Une signature X est définie par:
e un ensemble de sortes S

e un ensemble OP d’opérateurs indexé par S* x S.

Soit un opérateur f de sorte ((sy, s, -+ ,), s) € S*xS. Onnote: f: (s1, s, -+ 5p) =
s. On utilise cette notation parce que f sera ensuite interprété comme une fonction qui
prend un argument de "type” (si, Sa, ---, Sp), et retourne un argument de ”type” s.

Un exemple tres classique de signature est la signature Nat:

S = {nat}
OP = {0, s}
0: -> nat

S: nat -> nat

Définition: algebre

Soit une signature . Définir une algebre sur ¥ consiste a interpréter les sortes par des
ensembles, et les opérateurs par des fonctions entre ces ensembles. Plus formellement,
une Y-algebre A est définie par:

e Pour chaque sorte s € S, on a un ensemble A,. A, est le domaine d’interprétation
de s.
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e Pour chaque opérateur f : (sy, s9, ---, s,) = s € OP, on donne une fonction
d’interprétation f4: Ay x Ay, o X A, — A,

Exemples classiques d’algebres sur la signature Nat:

e L’algebre des entiers naturels:
La sorte nat est interprétée comme 1’ensemble des entiers naturels IV.
L’interprétation de 0: -> nat est ’entier naturel 0 € IV.
L’interprétation de s: nat -> nat est la fonction successeur dans les entiers na-
turels: succ: IN — IN.

e [’algebre des entiers modulo 2:
L’interprétation de nat est l'ensemble Z/2Z = {0, 1}.
L’interprétation de 0: -> nat est 0 € Z/2Z.
L’interprétation de s: nat -> nat est la fonction successeur succ : Z/27Z —

Z/2Z.
Définition: homomorphisme d’algebre

Soit deux X-algebres A et B. Un homomorphisme h de A vers B est une famille de
fonctions {hs : As — By, s € S}, telle que:

Vf:(s1, s2, o0y 8p) s €0P, VYa; € A, (i=1,---,n):

h’s(fA(alv ag, -+, an)) = fB(hsl (a1)7 h’82 (0’2)7 ) hsn (an))

Un homomorphisme est une fonction qui a tout élément de sorte s de A associe un élément
de sorte s de B, et qui conserve la structure des éléments des deux algebres.

Définition: algebre des termes

Soit X un S-ensemble de variables. L’ensemble des termes 7% [X ]| est un S-ensemble: pour
chaque sorte s € S, I'ensemble T5[X |, des termes de sorte s est le plus petit ensemble tel
que:

o 1€ X, =z e Iu[X],
e c:—>s€OP=ceTy[X]
o f:(sy, Soy -vvy Sp) =8, €T X, i=1,--+,n
= [ty ty, -+ 1) € Tu[X],
L’ensemble 7% [X] est muni d’une structure d’algebre:

e L’interprétation d’une sorte s € S est Tx[X];.
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e L’interprétation d’un opérateur f : (sy, Sg, -+, $,) = s € OP est la fonction:
fTI TE[X]sl ><T’E[)(]s2 X"'XTE[X]Sn — TE[X]S
(tla t27 ) tn) = f(t17t27"'7tn)

Ty, = Tx[0] est Uensemble des termes fermés sur X.

L’algebre 15[ X] est libre dans la classe des X-algebres:

Soit I'inclusion i : X — T%[X]. Soit une algebre A. Soit une affectation aff : X — A, qui
a tout élément de X, associe un élément de A;.

Il existe un unique homomorphisme aff : Tx[X]| — A qui étend aff a Tx[X], ¢’est-a-dire
tel que: aff oi = aff.

Définition: algebre initiale

Une algebre I est initiale dans une classe de Y-algebres, si pour toute -algebre A de
cette classe, il existe un unique homomorphisme h4 de I vers A.

L’algebre des termes fermés Ty est initiale: pour toute algebre A, il existe un unique
homomorphisme de Ty, vers A.

Deux algebres initiales sont isomorphes.

Equations

Etant donné une signature X, Ty, représente un type abstrait libre: Ty, est I'ensemble des
valeurs que peut prendre un élément de ce type. Aucune contrainte n’est imposée sur
les fonctions qui manipulent ces éléments. En spécification algébrique, on peut spécifier
des équations que ces fonctions doivent satisfaire. Certains types abstraits comme le type
ensemble d’entiers ne peuvent pas étre spécifiés sans équations.

On fixe un ensemble de variables X. Une équation consiste en deux termes t,,t € Tx[X].
Cette équation est notée ({1 = t2). On dit qu’une algebre A satisfait 'équation (t; = ty)
si pour toute affectation aff : X — A, aff(t1) = aff(t2).

Etant donné un ensemble E d’équations, une X-algebre A est une YX-E-algebre si A
satisfait toutes les équations de F.

Exemple:

Pour la signature Nat, on considere I'équation:

s(s(s(s(x)))) = x.

(L’ensemble des variables est ici: X = {z})

Les algebres Z/2Z, Z/4Z sont des Y-E-algebres. IN n’est pas une X-E-algebre.
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Algebre quotient
Soit un ensemble d’équations E. Soit =g la plus petite congruence telle que: pour toute

équation (¢, = t3) € E, pour toute affectation aff : X — Tx,[X], aff(t)) = aff(t2).

Autement dit, =g est la plus petite relation telle que:
o V(t1 =ty) € E, Vaff : X — Tx[X] : off(t1) =g off(t2)
® VtETE[X] tEEt

® th,tz € TE[X] . tl =F tg = tz =F tl
L4 vtl,tz,tg € TE[X] . tl =F tg, tg =FE t3 = tl =F t3
o Vf: (s1, So, v+, Sp) = s, Vi, t], - by, t), € Tx[X] :

Vie{l,---,n}, ti=pt, = f(ti,te,- -, t,) =g f(t,th, - 1)

On considere I’ensemble quotient 7x[X]/=g. Cet ensemble a une structure d’algebre,
appelée ici Q:

Une sorte s € S est interprétée par I'ensemble des classes d’équivalence des termes de
sorte s : Qs = {[t], t € Tx[X]s}.

Soit f: (s1, S2, --+, Su) = s € OP.

f9 est défini par:

fQ: Qsl XQSQ X"'Xan — Qs

([ta]s [ta], -+ [tal) = [t b2, 80)]
Cela définit bien une fonction car:
Vf : (81, S9, -, Sn) — S, th,t'l, .- '7tn7t;l S Tz[X] :

Vie{l,---,n}, t;=pt, = f(ti,te,- -, t,) =g f(t,th, -, 1)

L’algebre Tx[X|/=g est libre dans la classe des Y-E-algebres.
L’algebre T /=g est initiale dans la classe des X-E-algebres.

1.2.2 Sémantique initiale

Il est naturel de représenter un type abstrait par une algebre, parce qu’'un type et une
algebre ont la meéme structure: les sortes sont des ensembles de valeurs, et les opérations
sont des fonctions entre ces ensembles. La sémantique précise d’un type abstrait défini
par une signature X et un ensemble d’équations E est la classe des algebres initiales parmi
les Y-E-algebres. Le choix de cette sémantique est motivé par deux remarques:

e On peut construire tous les éléments d’une algebre initiale a partir des constantes et
des opérateurs de l'algebre. Elle contient donc le nombre minimal d’éléments. Cela
permet de raisonner par induction sur la structure des termes. Cette propriété est
résumée par l'expression "no junk” ("pas de superflu”: ’algebre ne contient pas de
termes autres que ceux auquels on s’intéresse).
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e Si deux éléments sont égaux, on peut le prouver en utilisant les équations: aucune
propriété supplémentaire n’a été introduite par rapport a celles spécifiées par les
équations. Une algebre initiale est une algebre qui satisfait le nombre minimal
d’équations. Cette propriété est résumée par 'expression "no confusion”.

La sémantique du type abstrait est la classe des algebres initiales parmi les Y-E-algebres.
Cette classe est la classe des algebres isomorphes a Tyx/ =g. Tx/ =g représente une
implémentation du type abstrait. Prendre pour sémantique d'un type abstrait toute la
classe des algebres initiales revient a dire que la signification du type est indépendante de
sa représentation.

1.2.3 Exemples

On va donner quelques exemples simples de spécifications de types abstraits.

Entiers naturels avec fonctions successeur et addition
Signature:

0: -> nat
S: nat -> nat
+: (nat,nat) -> nat

Equations:

O+y =y
s(x)+y = s(x+y)

Dans cette exemple, la fonction d’addition + est en fait entierement déterminée par les
équations, et tout terme de Ty;/= admet un représentant qui ne contient pas lopérateur
+

Listes d’entiers

Signature:

nil: -> liste
cons: (nat,liste) -> liste

Ici, le type liste est libre. On peut ajouter la fonction de concaténation append:
append: (liste,liste) -> liste
append(nil,1) =1
append(cons(n,1) ,m) = cons(n,append(1l,m))

On peut faire la méme remarque que pour les entiers naturels: on peut toujours réduire
une liste a un terme qui ne contient pas de append.
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Encore des listes d’entiers

On peut spécifier les listes d’entiers naturels d'une autre facon: une liste est soit la liste
vide (nil), soit une liste a un élément (one(n)), soit la concaténation de deux listes

(append).

Signature:

nil: -> liste
one: nat —-> liste
append: (liste,liste) -> liste

Equations:
append(nil,x) = x
append(x,nil) = x

append (append(x,y) ,z) = append(x,append(y,z))

Dans cet exemple, on ne peut pas éliminer la fonction append de tous les termes.

Multi-ensemble d’entiers

Signature:

vide: -> mens
ins: (nat,mens) -> mens

Equations:
ins(x,ins(y,m)) = ins(y,ins(x,m))

Ty /=g est lalgebre qui représente le type abstrait des multi-ensembles d’entiers. On
considere une autre algebre A sur cette signature:

L’interprétation de nat et mens est I'ensemble des entiers naturels IV.

L’interprétation de vide est 0 € IV.

L’interprétation de ins est l'addition: + : IN x IN — IN.

Comme 'addition est associative, I’algebre A satisfait I’équation:

ins(x,ins(y,m)) = ins(y,ins(x,m))

A est donc une X-E-algebre.

Ty /=g est initiale dans la catégorie des 3-E-algebres, donc il existe un unique homo-
morphisme h de Ty;/=p vers A. Autrement dit, il existe un unique h tel que:

h: mens -> nat
h(vide) =0
h(ins(x,m)) = x+h(m)

Cette fonction A calcule la somme des éléments d’un multi-ensemble d’entiers. On re-
connait ici un style de programmation fonctionnelle. Cependant, comme le type multi-
ensemble est un type non libre, 'existence et 'unicité d’une telle fonction ne sont pas
évidentes.
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Ensemble d’entiers

Pour spécifier un ensemble d’entiers, il suffit de reprendre la spécification d’un multi-
ensemble et d’ajouter une équation qui indique qu’insérer deux fois le méme élément dans
un ensemble revient a l'insérer une seule fois.

vide: -> ens
ins: (nat,ens) -> ens

ins(x,ins(y,e))
ins(x,ins(x,e))

ins(y,ins(x,e)) (1)
ins(x,e) (2)

Si on veut calculer la somme des éléments d’un ensemble, on peut étre tenté d’écrire la
meéme fonction h que précédemment:

h: ens -> nat
h(vide) =0 (H1)
h(ins(x,m)) = x+h(m) (H2)

Cette définition n’est pas correcte: en effet, on a par exemple:

ins(1,ins(1,vide)) = ins(1,vide)
h(ins(1,ins(1,vide))) 1+h(ins(1,vide))

= 1+1+h(vide)
= 1+1+0
=2
h(ins(1,vide)) = 1+h(vide)
= 1+0
=1

On aboutit donc a une contradiction: 1 = 2.

Cela provient du fait que l'algebre A ne satisfait pas 1’équation (2). En effet, pour
xr,e € IN, I'égalité x + x + e = x + e n’est pas valide. A n’est donc pas une Y-E-algebre,
et ici il n’existe pas de fonction h qui satisfait les deux égalités (H1) et (H2).

1.3 Autres approches des types abstraits

La spécification de types abstraits a 'aide d’algebres présente un inconvénient: 'interpré-
tation d’une sorte est un ensemble, et 'interprétation d’un opérateur une application, ce
qui ne permet pas de modéliser tous les comportements des objets informatiques. En par-
ticulier, on ne peut pas représenter de fonctions partielles ou la non-terminaison d’un pro-
gramme. En sémantique des langages de programmation, par exemple, on utilise souvent
des ordres partiels complets (CPO), qui permettent de représenter les différentes étapes
d’un calcul comme une séquence d’objets contenant une quantité croissante d’information.
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Il existe d’autres théories qui permettent de spécifier des types abstraits en tenant
compte de ces problemes. Il est possible de généraliser ’approche algébrique en in-
terprétant les sortes par des CPO, et les opérateurs par des fonctions continues entre CPO
([Wec92]). On peut également se placer dans un cadre catégoriel, comme pour la théorie
des esquisses (cf [BWI1], [DRI1]). Toujours dans un cadre catégoriel, les travaux de
Scott, Plotkin, Smyth, Wand permettent également de définir des types abstraits. Cette
approche est issue des travaux de Scott sur les modeles du A-calcul et sur la recherche de
solutions a " équation” D = [D — D]. Elle consiste a définir des types abstraits a l’aide
d”équations” de domaines. (Cette construction est présentée dans le chapitre 2).

1.4 Application en programmation

La spécification de types abstraits est a la base de la programmation. Dans cette par-
tie, nous donnons quelques indications bibliographiques d’applications en construction et
vérification de programmes.

On observe que la définition de fonctions simples est fondée sur la structure du type de
I’argument ou du type du résultat de ces fonctions. Autrement dit, beaucoup de fonctions
peuvent étre considérées comme des homomorphismes entre deux algebres adéquates.

Von Henke ([HenT75]) est peut-étre le premier a avoir eu l'idée de programmer des
fonctions a 'aide d’homomorphismes. Son approche est basée sur la définition de types
abstraits a partir d’équations de domaines, et il utilise le langage de Milner LCF pour
représenter types et fonctions.

Plus récemment, Malcolm ([Mal89],[Mal90]), Jeuring ([Jeu91]), Meijer, Fokkinga et
Paterson ([M FP91]) ont développé I'idée de programmation structurée par les types de
données d’une facon plus formelle et systématique. Tous ces articles ont pour point de
départ ce qu'on appelle le formalisme de Bird-Meertens. Malcolm définit ce formalisme:
”ce formalisme consiste en des notations fonctionnelles tres consises, et en un petit nom-
bre de théoremes remarquablement puissants pour prouver des égalités entre fonctions”
([Mal90]). Au départ, Bird et Meertens se sont concentrés sur le type des listes, puis les
théoremes ont été étendus a d’autres types de données.

Pour prouver des égalités entre fonctions, Bird utilise le théoreme de promotion. Dans
le cadre de la spécification algébrique, ce théoreme découle directement de I'initialité de
Ialgebre qui représente le type abstrait. Avec les notations algébriques, cela donne:

Soit deux algebres A et B. Soit hy : s, — A et hg : Ts, — B les deux uniques homomor-
phismes de Ty, vers A et B. Soit f : A — B. On a:

f est un homomorphisme = fohy = hp

Malcolm d’une part, et Meijer, Fokkinga, Paterson d’autre part, proposent une généra-
lisation du travail initial de Bird et Meertens, afin d’obtenir des théoremes pour des types
de données quelconques. Pour cela, ils se placent dans le cadre de la théorie des catégories.

Le cadre théorique de Meijer, Fokkinga et Paterson est fourni par les travaux de
Plotkin, Smyth et Wand ([SP77], [WanT79]): les types abstraits sont définis comme des
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plus petits points fixes d’endofoncteurs dans une catégorie. Cette construction est une
généralisation pour les catégories du théoreme du point fixe de Tarski dans des ordres
partiels complets. Cette construction est explicitée dans le chapitre 2.

Il y a des différences entre ’approche de Meijer, Fokkinga et Paterson, et ’approche
de Malcolm:

e Malcolm travaille dans la catégorie des ensembles SET, alors que Meijer, Fokkinga
et Paterson travaillent dans la catégorie CPO des ordres partiels complets avec
fonctions continues. Malcolm ne peut donc pas définir de structures infinies (qui
peuvent etre obtenues dans la catégorie CPO comme bornes supérieures d’objets
finis). Par contre, par un résultat de dualité, Malcolm peut construire des types
infinis comme coalgebres terminales dans la classe des coalgebres. Cette construction
ne définit pas de nouveaux types dans la catégorie CPO.

e Chez Malcolm, la propriété d’initialité est fondamentale: c’est a partir de cette
propriété que sont dérivés tous les théoremes, en particulier le théoreme de promo-
tion. Chez Meijer, Fokkinga et Paterson, l'initialité ne joue aucun role: les types
abstraits sont définis comme chez Malcolm (en se plagant dans la catégorie CPO
au lieu de se placer dans SET). Toutes les fonctions intéressantes sont ensuites
construites comme des plus petits points fixes de fonctions dans des ordres partiels
complets. Toutes les théoremes qui sont alors dérivés proviennent des propriétés
de cet opérateur de plus petit point fixe dans les CPO, et non de I'initialité d’une
certaine algebre.

Nous n’entrons pas dans les détails maintenant, d’une part parce qu’il faudrait in-
troduire beaucoup de notations, d’autre part parce que nous allons en présenter les
fondements théoriques dans les deux prochains chapitres. Nous reviendrons donc sur
les différences entre ces deux approches en 3.4.

Le cadre théorique de Plotkin, Smyth et Wand ne permet pas de définir des types
abstraits non libres, (c’est-a-dire dont la spécification comporte des équations). L’idée
de ce travail est de mettre en rapport les approches algébrique et catégorielle. Dans
le cadre catégoriel, ’équivalent d’une signature est un endofoncteur, et il est possible
d’introduire des équations, afin de spécifier des types abstraits non libres. Nous montrons
dans le chapitre 4 qu’il existe une algebre initiale dans la catégorie des algebres satis-
faisant un ensemble d’équations. Cela donne le moyen de définir des fonctions a l'aide
d’homomorphismes, et de prouver des propriétés sur ces fonctions.

D’autres approches permettent de définir des types abstraits non libres. En théorie des
esquisses, on peut écrire des équations logiques (cf 4.5). D’autre part, Wechler ([Wec92|)
introduit des inéquations dans le cadre de la spécification algébrique avec algebres or-
données, ce qui semble représenter une extension par rapport a la notion d’équation.



Chapitre 2

Approche catégorielle

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier les types abstraits dans le formalisme des
catégories. Ces travaux sont dus essentiellement a Scott, Plotkin, Smyth et Wand. Cette
théorie est issue de théorie des domaines et de recherche de modeles pour le A-calcul
réalisées par Scott. Plotkin, Smyth et Wand ont ensuite utilisé et généralisé ces idées
pour définir des types abstraits dans le cadre des catégories.

Le formalisme des catégories permet d’étudier les types abstraits d’une maniere plus
globale: On définit un type abstrait comme une construction dans une catégorie possédant
certaines propriétes. Cette construction peut alors s’appliquer dans différentes catégories:
par exemple dans la catégorie des ensembles, ou dans une catégorie de CPO.

Les deux concepts de base en théorie des catégories sont 1’objet et la fleche. Dans
la catégorie des ensembles, un objet représente un ensemble et une fleche représente une
application entre deux ensembles. L’idée centrale de ce formalisme est que toutes les
propriétés intéressantes s’expriment avec les fleches. En informatique, et plus particu-
lierement pour 1’'étude des langages fonctionnels typés, les objets représentent les types et
les fleches les fonctions entre deux types. Dans ces langages, tout est défini en termes de
fonctions. Le formalisme des catégories s’applique donc naturellement puisque tous les
raisonnements se font sur les fleches.

Enfin, le formalisme des catégories utilise des notations tres courtes. On peut définir
par exemple une algebre, un homomorphisme d’algebre de fagon plus compacte qu’avec
I’approche algébrique.

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord quelques concepts de théorie des catégories.
Ensuite, nous définissons dans ce formalisme les notions d’algebre et d’homomorphisme
d’algebre. Enfin nous présentons un théoreme de Plotkin et Smyth. Ce théoreme définit
un type abstrait comme le plus petit point fixe d’un endofoncteur, et montre que ce plus
petit point fixe correspond a une algebre initiale.

15
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2.2 Généralités sur les catégories

2.2.1 Catégorie
Définition: catégorie

On définit une catégorie C de la facon suivante:
On considere une classe d’objets, notés A, B, C...
Pour chaque couple d’objets (A, B), on a un ensemble de fléches C(A, B). f € C(A, B)
est noté: f: A — B.
Pour chaque triplet d’objets (A, B, ('), on a une fonction de composition:
o C(B,C)xC(A,B) — C(A4,0C)
(9, f) = gof

C est une catégorie si:

oeVfi:A—- B, g:B—C, h:C — D,on a:
(hog)of=ho(gof) (associativité de la composition)

e Pour tout objet B, il existe une fleche tdg : B — B telle que:
Vf:A— B, g:B—C,ona:
wdpof=1f et goidg=g.
Exemples de catégories:

e La catégorie SET dont les objets sont les ensembles et les fleches les applications
entre deux ensembles.

e La catégorie CPO dont les objets sont les CPO et les fleches les applications con-
tinues entre CPO.

e La catégorie CPOS dont les objets sont les CPO et les fleches les applications
continues strictes entre CPO.

e Soit une signature . La classe des Y-algebres forme une catégorie dont les objets
sont les Y-algebres et les fleches sont les homomorphismes de Y-algebres.

Langage fonctionnel en tant que catégorie:

Soit un langage de programmation fonctionnel typé L. On peut lui associer une catégorie

C:
e Les objets de C sont les types de L.

o Les fleches f : A — B de C sont les fonctions définissables dans le langage L, qui
prennent un argument de type A et retournent un argument de type B.

On définit ansi une catégorie:
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e La composition des fleches dans C, qui correspond a la composition des fonctions
dans L, est associative.

e Pour chaque type de donnée, il existe une fonction de L qui retourne son argument
sans le modifier, donc:
Pour tout objet B, il existe une fleche tdg : B — B telle que:
Vf:A— B, g: B—C,ona:
idgof=/f et goidg =g.

Définition: isomorphisme

Une fleche f : A — B est un isomorphisme s’il existe une fleche g : B — A telle que:
fog=idp et go f=1idy.

Les deux objets A et B sont alors isomorphes.

Définition: objet initial, objet terminal

Un objet I est initial si pour tout objet A, il existe une fleche unique j4 : I — A.

Un objet T est terminal si pour tout objet A, il existe une fleche unique ¢4 : A — T

Deux objets initiaux A et B sont isomorphes:

Comme B est initial, il existe un unique j4 : B — A. De méme, comme A est initial, il
existe un unique jg: A — B.

La fleche j4 0 jp : A — A est unique, puisque A est initial, donc j4 o jgp = id4.

La fleche jp 0 j4 : B — B est unique, puisque B est initial, donc jg o j4 = idp.

De méme, deux objets terminaux sont isomorphes.

Exemples

e Dans SET, ) est l'objet initial. L’ensemble 1 = {x} est terminal. Tout autre
ensemble a un élément est isomorphe a 1.

e Dans CPO, {L} est terminal, mais pas initial.

e Dans CPOS, { L} est a la fois initial et terminal.

2.2.2 Foncteurs et bifoncteurs
Définition: foncteur

Soit deux catégories C et D. Un foncteur /' de C dans D est une fonction qui associe a
tout objet A de C, un objet F(A) de D, et a toute fleche f : A — B de C, une fleche
F(f): F(A) — F(B) de D, tel que:

e Vf:A— B, g:B—C,ona: F(gof)=F(g)oF(f)
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e Pour tout objet A de C, on a: F(idy) = idpa)

Exemples de foncteurs:

e Foncteur constant:
Soit un objet Z. Le foncteur constant Ze est défini par:
Pour tout objet A, (Ze)(A) = Z
Pour toute fleche f: A — B, (Ze)(f) = idy.

e Foncteur identité:
Le foncteur identité I est défini par:
Pour tout objet A, I(A) = A
Pour toute fleche f: A — B, I(f) = f.

Catégorie produit:

Etant donné deux catégories C et C’, on peut définir la catégorie produit C x C’. Les
objets de C x C” sont des couples (A, A’), ou A est un objet de C et A’ un objet de C’.
Les fleches de C x C” sont des couples (f, f'), ou f est une fleche de C et f' une fleche
de C’. La composition des fleches est définie par: (g,q") o (f, f') = (go f, g o f').

Définition: bifoncteur

Soit trois catégories C, C’ et D. Un bifoncteur § de C et C’ dans D est un foncteur de
C x C’ dans D. On note les bifoncteurs de maniere infixée: (A, A') est noté AT A’ et

T(f, ') est noté f 1 f".
1 doit donc vérifier le propriétés:

e Soit A, B,C des objets de C, et A’, B, C" des objets de C’.
Vf:A—-B,g:B—C,f':A—-B,¢:B —(C' on a:
(gof)T(g'ef)=(gTg)e(fT[)

e Pour tout objet A de C, et A" de C’, on a:
1d 4 'i' = idATA’
Définition: endofoncteur

Un endofoncteur est un foncteur d’'une catégorie sur elle-méme.

2.2.3 Produit et somme
Définition: produit de deux objets

Soit deux objets A et A" dans une catégorie C. Le produit de A et A est la donnée d’un
objet A x A’ et de deux fleches p: A x A" - Aet p': Ax A — A’ tels que:
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Pour tout objet C, pour tout f : C — A et f': C — A', il existe une unique fleche
¢:C — Ax A telle que: pop=fetpogp=f.

Ax A

N

A ¢ A

N

C

p:AxA - Aetp : Ax A" — A sont les projections du produit.
¢ est souvent noté < f, f' > ou fAf".

Si cette construction est possible pour tous les objets de la catégorie C, on dit que la
catégorie a des produits.

Exemple:

Dans la catégorie SET, le produit catégoriel correspond au produit cartésien.

Définition: produit de deux fleches

On se place dans une catégorie ayant des produits. On vient de définir le produit de deux
objets, on définit maintenant le produit de deux fleches.

Soit les objets A, B, A’, B'. On considere les produits A x A’ et B x B'.

Soit p: AxA = A p:AxA - A ¢q:BxB — B, q:Bx B — B les projections
correspondantes.

Le produit de deux fleches f : A — Bet f': A’ — B’ est 'unique fleche f x f': Ax A" —
B x B’ telle que:

go(fx[f)=fop et ¢o(f x[f)=fop.

Autrement dit: f x f' =< fop, flop' >.

D P
A Ax A A
/ fxf f!
B B x B’ B’
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Résultat:

x est un bifoncteur.

Preuve:

Il suffit de montrer que:
1. Pour toutes fleches f : A - B, g: B—C, f': A —- B etg¢g :B — (' on a:
(gof)x (g of)=(gxg)o(fx[f)
2. Pour tout objet A, A": idy X iday = iday .

1. Soit p et p', les projections associées a A x A’, q et ¢', les projections associées a
B x B', et r et 1, les projections associées a C' x C".

p P’

A Ax A A’
f fxf f!
B B x B’ p B’

q
g gxyg g
C Cx(C C’
T r!

Par définition, (g o f) X (¢’ o f') est 'unique fleche ¢ telle que:
rop=gofopet rrop=gofop.
ro(gxg)o(fxf) =gogo(fxf) (définition degx g')
=gofop (définition de f x f')
De meéme:
ro(gxg)o(fxf) =godo(fxf) (définition degx g')
=g ofop (définition de f x f')
Par conséquent: (go f) x (¢’ o f')=(gx¢)o(f x f).
2. Par définition, ids X id 4 est 'unique fleche telle que:

po (ZdA X idA/) =Dp et p, @) (ZdA X idA/) =p’.
1d a5 4 satisfait ces deux égalités, donc: 1dg X tdy = idax -
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Le bifoncteur somme est défini de facon duale par rapport au bifoncteur produit,
c’est-a-dire en retournant toutes les fleches.

Définition: somme de deux objets

Soit deux objets A et A’. La somme de A et A’ est la donnée d’'un objet A + A’ et de
deux fleches i : A > A4+ A" et ' : A - A+ A’ tels que:

Pour tout objet C, pour tout f : A — C et f': A" — C, il existe une unique fleche
¢: A+ A — Ctelle que: poi=fet poi =f.

A+ A

X

A ¢ A

N

C

¢ est noté fV [
Les fleches i et i’ sont appelées injections; ce sont effectivement des injections au sens
habituel dans la catégorie SET.

Exemple:

Dans la catégorie SET, la somme catégorielle correspond a l'union disjointe de deux
ensembles.

L’union disjointe de A et A’ consiste a "marquer” chaque objet de A et chaque objet de
A’, et a faire I'union:

A+ A = ({1} x A) U ({2} x 4.

Définition: somme de deux fleches

On se place dans une catégorie ayant des sommes. On considere le diagramme suivant:
i i

A A+ A

AI

f f+r f

., B’

B i B+ B
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f + f" est unique fleche f + f': A+ A" — B + B’ telle que:
(f+foei=jof et (f+[f)oi =j0of"

Autrement dit: f+ f' = (jo f)V(j o f').

Résultat:

+ est un bifoncteur.
Autrement dit, on a les égalité suivantes:

(gof)+ (g of)=(g+g)o(f+])

tdg + idy = idA+A/

Preuve:

La preuve est semblable a celle qui montre que x est un bifoncteur.

2.2.4 Limites et colimites
Définition: diagramme

Soit [ un ensemble d’index. Un diagramme D dans une catégorie C est un graphe dont
les noeuds @ € [ sont étiquetés par des objets D; de C et les arcs ¢ — j sont étiquetés par
des fleches f : D; — D; de C.

Considérer un diagramme D dans une catégorie C consiste en fait a ”isoler” certains
objets de C, et certaines fleches entre ces objets, parce qu’ils possedent des propriétés
particulieres.

Un diagramme D est toujours défini a partir d’un ensemble I d’index, mais cet ensemble
apparait souvent de maniere implicite.

Image d’un diagramme par un foncteur

Soit deux catégories C et C’.

Soit F':C—C’ un foncteur.

Soit un diagramme D dans C.

L’image de D par F' est un diagramme D’ dans C’, construit sur le méme graphe que D.
Les nceuds i sont étiquetés par les objets F'(D;) et les arcs i — j sont étiquetés par les
fleches F'(f) : F(D;) — F(D;).

Exemple:
Soit D le diagramme: p, %, p, i) D,



2.2. GENERALITES SUR LES CATEGORIES 23

L’image de D par F est le diagramme F(D):

F(Dy) Ela) F(Dy) E® F(Ds)

Définition: cone

Soit un diagramme D dans une catégorie C. Un cone de D est un objet C' de C et une
famille de fleches {f; : C — D, i € I} tel que:
Pour toute fleche f : D; — D; du diagramme D, on a: fo f; = f;.

Remarque:

Soit deux catégories C et C’, et un foncteur F' :C—C’. L’image par F' d’un cone sur le
diagramme D est un cone sur le diagramme F'(D).

Il faut montrer que (F(C),{F(f; : F(C) — F(D;), i € I}) est un cone, c’est-a-dire que
pour toute fleche F'(f) : F(D;) — F(D;) de F(D), on a:

F(f)o F(f) = F(f;).

fofi = f;,donc F(fof;) = F(f;), et donc, comme F est un foncteur: F(f)oF(f;) = F(f;).

Catégorie des cones sur un diagramme

On définit la catégorie Cone(C,D) des cones sur D:

Les objets sont les cones sur D.

Soit deux cones:

Z = (C,{fl : C-)Dz, ZEI}) et 7' = (Cl,{gz : C,—>Di, 1€ I})
Une fleche de Z dans Z' est une fleche h: C — C' de C telle que:
WEI:githfi

h

N

D;

C o

Cone(C,D) est une catégorie.
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Définition: limite d’un diagramme
Une limite du diagramme D dans une catégorie C est un objet terminal de la catégorie
Cone(C,D).

Autrement dit:

Une limite du diagramme D est un cone (L,{l; : L — D;,i € I}) tel que:

Pour tout cone (C,{f; : C — D;, i € 1}), il existe une unique fleche h : C' — L telle que:
Viel:l,oh=f,.

h

N
D,

C L

On définit de facon duale un cocone et la colimite d’un diagramme.

CocoOne

Soit un diagramme D dans une catégorie C. Un cocone de D est un objet C' de C et une
famille de fleches {f; : D; — C, i € I} tel que:
Pour toute fleche f : D; — D; du diagramme D, on a: f;jo f = f;.

La classe des cocones sur un diagramme Cocone(C,D) est une catégorie:
Les objets de Cocone(C,D) sont les cocones sur D.

Soit deux cocones:

Z = (C,{szz —>C, 1€ I}) et Z' = (C,,{giZDi%CI, ZEI})

Une fleche de Z dans Z' est une fleche h : C — C’" de C telle que:
Viel:hof;=ug;

h

N

7 Dl

C '
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Colimite d’un diagramme
Une colimite d’un diagramme D est un objet initial de la catégorie Cocéne(C,D).
Le cocone (L, {l;: D; — L, i € I}) est une colimite de D si:

Pour tout cocone (C,{f; : D; — C, i € I}), il existe un unique h : L — C tel que
Viel:hol,= .

Remarque:

La construction d’un produit est en réalité un cas particulier de limite: le produit de deux
objets A et B est le cone limite du diagramme (A, B), c¢’est-a-dire du diagramme composé
des objets A et B et ne comportant aucune fleche.

De méme, la somme de deux objets A et B est le cocone colimite du diagramme (A, B).

w-diagramme

Un w-diagramme est un diagramme D, dont les objets sont indexés par les entiers naturels,
et tel qu’il y a une fleche unique f; entre les index 7 et 7 + 1.

fo f

D0—>D1£>D2—>D3

La colimite d'un w-diagramme est appelée w-colimite.

Si dans une catégorie, tout w-diagramme a une colimite, on dit que la catégorie a des
w-colimites.

Interprétation des w-colimites dans un CPO:

On considere un CPO E. E peut étre considéré comme une catégorie C de la facon suiv-
ante: Les objets de C sont les éléments de E. Il existe une unique fleche entre les objets
A et B de C si et seulement si: A C B, ou C est ’ordre partiel sur E.

Soit un w-diagramme D: Dy ﬁ) D, i D, ﬁ) Dy ... SUr C.

Cet w-diagramme correspond a la chaine croissante Dy C Dy C D, C ...

On a: (A, {a; : D; — A; i € IN}) est la colimite de D si et seulement si A est la
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borne supérieure de la chaine Dy & D, C D, C ...

Par conséquent, la notion d’w-colimite est une généralisation de la notion de borne
supérieure dans un CPO sur des classes d’objets possédant une structure plus complexe
qu'un ordre partiel.

2.2.5 Foncteur conservant des colimites
Définition:

Soit deux catégories C et C’.

Soit un diagramme D sur C.

On suppose que D a un cocone colimite (L, {l; : D; — L, i € I}). Soit F' un foncteur de
C dans C’.

On dit que F conserve la colimite de D si:

(F(L),{F(l) : F(D;) — F(L), i € I}) est un cocone colimite du diagramme F(D) dans
C.

Interprétation dans un CPO:

Soit E un CPO, et C la catégorie associée a ce CPO. Soit F' un foncteur conservant les
colimites d’w-diagrammes.

e F est croissant: soit A et B deux éléments de E tels que A C B. JIf : A — B,
donc on a une fleche F(f) : F(A) — F(B), et donc F(A) C F(B).

e [ est continu:
Soit un w-diagramme D: Dy A D, L D, Q Dy ... Sur C.
Soit (L,{l; : D; — L, i € IN}) la colimite de ce diagramme.
Dans E, cet w-diagramme correspond a la chaine croissante:
DOEDIEDQE...,etona: L= |_|DZ
i=0
F conserve les w-colimites donc (F(L),{F(l;) : F(D;) — F(L), i € IN}) est un
cocone colimite de F/(D).

Donc F(L) = |j F(D;),

=0
oo

donc: F(| | D;) = | | F(D;), et donc F est continu.
i=0 i=0

2.3 Catégorie des F-algebres

Soit un endofoncteur F' dans une catégorie C.
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Définition: F-algebre

Une F-algebre est un couple (A,a), ou A est un objet de C et a : F(A) — A est une
fleche de C.

Homomorphisme de F-algebre

Soit deux F-algebres (A, a) et (B,b). h: A — B est un homomorphisme de (A, a) dans

(B,b) si: hoa =bo F(h).
Fla) % 4

Py Loh
F(B) — B

Catégorie des F-algebres

On obtient la catégorie (F :C) des F-algebres, dont les objets sont les F-algebres et les
fleches les homomorphismes de F-algebre. En effet:

e Pour chaque F-algebre (A, a), id4 est un homomorphisme de (A, a) dans (A4, a) car
idyaoa=ao F(idy)
De plus id4 vérifie les axiomes de I'identité pour les homomorphismes, puisque id4
les vérifie pour les fleches de C.

e Soit trois F-algebres (A, a), (B,b) et (C,c). Soit h un homomorphisme de (A, a)
dans (B,b) et k un homomorphisme de (B,b) dans (C,c¢). Montrons que k o h est
un homomorphisme de (A4, a) dans (C,¢):

(koh)oa =ko(hoa) (associativité de la composition)
=ko(boF(h)) (h homomorphisme)
= (kob)o F(h) (associativité de la composition)
= (co F(k)) o F(h) (k homomorphisme)
=co (F(k)o F(h)) (associativité de la composition)

=coF(koh) (F est un foncteur)

L’associativité de la composition des homomorphismes provient de I’associativité de
la composition des fleches dans C.

Exemple

On se place dans la catégorie des ensembles SET.
On considere le foncteur F' défini par:

e Pout tout ensemble A, F(A) =1+ A
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e Pour toute application f: A — B, F(f):1+A—1+B=1id, + f

On vérifie facilement que F' est un foncteur.

Soit IN, 'ensemble des entiers naturels, et succ 'opération successeur sur les naturels.
Soit 'application ¢; définie par:
ci: 1+IN — IN
(1,x) =0
(2,n) = succe(n)
(IN, ¢1) est une F-algebre.

Soit Zy = {0, 1}, 'ensemble des entiers modulo 2. Soit succy, 'application successeur
dans Zs.
On définit 'application ¢, par:
co: 1+2Zy — Zy
(L,x) =0
(2,n) > succe(n)
(Z3, ¢2) est une F-algebre.
Il existe un unique homomorphisme d’algebre entre (IV, c1) et (Zs, ¢z).
h: IN — Z
n +—nmod?2
On vérifie facilement que h est un homomorphisme, ¢’est-a-dire que:
hoc =cyo0F(h).

2.4 Construction de points fixes

Dans cette section, on se place dans une catégorie possédant un objet initial. On con-
sidere un endofoncteur F' qui conserve les colimites. On montre qu’on peut construire
un point fixe pour F, c’est-a-dire un objet X tel que X et F(X) sont isomorphes. Cette
construction est due a Plotkin et Smyth ([SPT77]), et peut étre considérée comme une

généralisation du théoreme du point fixe de Tarski pour les fonctions continues dans un
CPO.

On commence par montrer trois lemmes élémentaires, utiles pour démontrer le théoreme
de Plotkin et Smyth.

Lemme 1:

Soit un diagramme D sur C. Soit Z = (L,{l; : D; — L, i € I}), un cocone colimite de
D.

Soita:L — M,etb: L — M.

SiViel:aol,=bol; alorson a: a =b.
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Preuve:

On considere (M,{bol; : D; — M, i € I}).

C’est un cocone car:

Pour toute fleche f: D; — Dj;, on a: ljo f =1;, (Z est un cocone colimite)
donc boljo f=bol;.

Par conséquent, il existe un unique h : L — M tel que: hol; =bol;.
a et b satisfont tous les deux cette propriété, donc a = b.

Lemme 2:

Soit un diagramme D dans C. Soit IL = (L,{\; : D; = L, i € I} et M = (M, {p; : D; —
M, i € I} deux cocones colimites sur D.
Alors il existe ¢ : L — M et b : M — L tels que:

o = [
Yop, = N
potp = idy
wogﬁ = ZdL

Preuve:

IL est un cocone colimite de D, IM est un cocone sur D, donc il existe un unique ¢ : L — M
tel que: Vi € I, o \; =

IM est un cocone colimite de D, IL est un cocone sur D, donc il existe un unique ¢ : M — L
tel que: Vi € 1,9 o pu; = A

De plus: Vi€ [ : popopu; = ¢o) = p;. Donc, d’apres le lemme 1, ¢ o 1) = id,; De
meéme: Vi € [ :popo\; =1 opu; =N. Donc, d’apres le lemme 1, 1) o ¢ = id;,.

Lemme 3:

Soit un w-diagramme D:

o 01 0o
Lg — L]_ — L2 — L3

On suppose que D a un cocone colimite: (L,{& : L; — L, i € IN}).

Soit le w-diagramme D’, obtenu a partir de D en supprimant Ly:

0, 0, 05
L1 — L2 — L3 — L4

Alors D’ a un cocone colimite qui est: (L, {& : L, — L, i > 0}).
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Preuve:

D’abord, (L,{& : L; — L, ¢ > 0}) est bien un cocone sur D’.

I faut montrer que pour tout cocone (M,{p; : L; — M, i > 0}), il existe un unique
¢: L — M tel que: Vi >0: ¢po& = p,.

On pose: pg = iy o ty.

Existence: (M,{u; : Ly — M, i € IN}) est un cocone sur D, donc il existe un unique
¢: L — M tel que: Vi € IN : po & = p.

Ce ¢ satisfait donc: Vi > 0: ¢ o0& = .

Unicité: Soit ¢' : L — M tel que Vi > 0: ¢' o & = p;.

@' 0 & =y, donc ¢ 0 & 0By = g 0 by, et donc ¢ o & = pp.

Par conséquent, d’apres le lemme 1, ¢ = ¢'.

2.4.1 Théoréme (Plotkin, Smyth)

On se place dans une catégorie C ayant un objet initial Ly. Soit /' un endofoncteur sur
C. On construit un w-diagramme de la facon suivante:

On pose: Vi > 0: Ly = F(L;)

Soit 6y 'unique fleche 0y : Ly — L.

On pose: Vi > 0:0,,1 = F(6;).

On obtient ainsi l'w-diagramme:

_ 0 0 0
L=17, 2 1, 5 L, 5 L

Théoréme:

On suppose que le diagramme L a un cocone colimite: Z = (L,{& : L; — L, i € IN}).
On suppose que F' conserve cette colimite.

Alors il existe un isomorphisme ¢ : F/(L) — L.

De plus, l'algebre (L, 1) est initiale dans la catégorie (F : C) des F-algebres.

Preuve:

Le foncteur F' conserve la colimite de L, donc
Z'=(F(L),{F(&): F(L;) = F(L), i € IN}) est un cocone colimite du diagramme:

F(0 F(0 F(0
W pwy M pay T ey
Ce diagramme peut se réécrire en:

01 0o 05
L]_ — L2 — L3 — L4

F(Lo)

D’aprés le lemme 3, ce diagramme a pour colimite: Z = (L,{& : Ly — L, i > 0}).
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D’apres le lemme 2, il existe ¢ : F(L) — L, isomorphisme, tel que:

Vie IN o F(&) =E&in

L F(L)
(0
€o &1 &
(&) (&)
Ly Ly Lo
0, 0, 0,

Montrons que (L,v) est initial dans la catégorie (F :C) des F-algebres, c’est-a-dire:
Vn:F(M)— M,3'o: L— M tel que: 0 o) =no F(o).

A
Flo) | I o
F(M) — M
n
Existence:
Soit v, 'unique fleche vy : Ly — M. Soit v;11 = no F(v;). On montre par induction que:
Vit1 © 91 = V.

e v 06y =1y, car Ly est initial.

e Supposons que v; o ;1 = 1/Z 1.

visiob; =noF(y)o (définition de v 1)
=noF(y)o (QZ 1) (définition de 6;)
=noF(v;060; 1) (F est un foncteur)
=noF(v;,) (Hypothese d’induction)
=y (définition de ;).

Donc (M, {v; : Ly — M, i € IN}) est un cocone sur le diagramme:

0o 01 0>
Ly — L — Ly — Ls

Par conséquent, comme Z est un cocone colimite sur ce diagramme, il existe un unique
o:L— Mtel que: Vie IN:00& =v;.

D’autre part, Z = (F(L),{F(&) : F(L;) — F(L), i € IN}) est un cocone colimite,
donc d’apres le lemme 1:
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Vie N,ooyoF(&§) =noF(0)o F(&) = ooy =noF(o).

11 suffit donc de montrer que Vi € IN,c o 9p o F(§;) =no F(o) o F(&)
ogopoF(&§) =o00&4 (propriété de 1))
= Vip1 (définition de o)
=no F(v) (définition de v; 1)
=noF(oo&) (définition de o)
=noF(o)o F(&) (F est un foncteur)
Unicité:
On montre que: cothp =noF(o) = Yie IN:00& = ;.
Comme il existe un unique o possédant cette propriété, o est unique.
Par induction sur ::

e [ est initial, donc il existe une fleche unique Ly — M, donc o o & = vy.

e On suppose o0& = ;.
o0& =ocoyoF(&) (propriété de 1))
=noF(o)o F(§) (hypothese)
=noF(oo&) (F est un foncteur)
=no F(v) (hypothese d’induction)
= Vit (déﬁnltlon de Vi—l—l)

2.4.2 Rapport avec le théoreme du point fixe de Tarski

Soit E un CPO. On considere E comme une catégorie. L’objet initial de E est le plus
petit élément L. Soit /' un foncteur conservant les w-colimites: C’est une application
continue de E dans E.

Dans un CPO, tout w-diagramme a une colimite (puisque toute chaine croissante a une
borne supérieure).

On pose L = | | F*(L).

i=0
Le théoreme de Plotkin et Smyth dit:

e [ =F(L), c’est-a-dire que L est un point fixe de F.

e Si M est tel que F(M) C M, alors L T M. (La propriété d’initialité dans la
catégorie des F-algebres correspond a la propriété de plus petit point fixe.)



Chapitre 3

Application dans les catégories
CPO et SET

3.1 Introduction

On a présenté dans le chapitre précédent le théoreme de Plotkin et Smyth. Dans ce
chapitre, on applique ce théoreme dans deux catégories: la catégorie des ordres par-
tiels complets CPO et la catégorie des ensembles SET. Il s’agit de vérifier que les
hypotheses du théoreme sont satisfaites. Pour cela, Wand a introduit le concept d’O-
catégorie ([WanT79]), c’est-a-dire de catégories dont les ensembles de fleches entre deux
objets sont des ordres partiels complets. Plutot que de présenter tout ce formalisme, nous
appliquons ces idées dans la catégorie CPO. Ensuite nous nous plagons dans la catégorie
SET, ou les résultats démontrés dans CPO s’appliquent assez facilement. Dans SET,
lorsqu’on considere des foncteurs polynomiaux, on retrouve la définition des types ab-
straits algébriques.

3.2 Types abstraits dans CPO

Pour appliquer le théoreme de Plotkin et Smyth, deux problemes se posent: il faut exa-
miner dans quelles conditions un w-diagramme a une colimite. Scott a montré que si
toutes les fleches du w-diagramme sont des plongements, le diagramme a une colimite. Le
second probleme est ’absence d’élément initial dans CPO. La solution est d’appliquer la
construction de point fixe dans la catégorie CPOS des CPO avec les fonctions continues
strictes. Dans cette catégorie le CPO a un élément {_L} est initial.

3.2.1 Quelques rappels sur les CPO
Définition: ordre partiel complet (CPO)

Un ensemble A muni d’une relation d’ordre partielle C est un CPO si:

33
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e Il existe un plus petit élément, noté L4 (ou plus simplement: 1).
Vae A: LAC a.
L représente la quantité minimale d’information qu’une fonction peut renvoyer;
cette quantité d’information est minimale lorsque la fonction ne termine pas.

e Toute chaine croissante o C x1 C x9 C ... d’éléments de A a une borne supérieure,
(0]

notée |_| T;.
i=0
(o)
|_| x; est caractérisée par:
i=0

(0.0
—Vie IN: z; C | |
=0

— Soit d € A. o
SiVee N, x; Cd, alors |_|xZ C d.

1=0

La chaine croissante est la quantité croissante d’information que représente les
différentes étapes du calcul. Le résultat du calcul est la borne supérieure de cette
quantité d’information.

Définition: fonction continue

Les fonctions calculables sont représentées par des fonctions continues:
f:A—B est contmue si pour toute chaine croissante xq C x1 C xo C ... d’éléments de

Aonaf|_| |_|f:1:Z
0

=
Cette définition modehse le fait que plus I’argument d’une fonction contient d’information,
plus la fonction renvoie d’information. De plus, une fonction ne peut pas renvoyer plus
d’information que n’en contiennent toutes les approximations de son argument.

Remarque: Toute fonction continue est croissante, c¢’est-a-dire: Va,a' € A: a C d =
f(a) E f(a').
Définition: fonction stricte

La fonction f est stricte si chaque fois que son argument ne termine pas, ’appel de fonc-
tion ne termine pas:
f:A— Best strictesi: f(Ly) =Lp.

L’ensemble des fonctions continues entre deux CPO est un CPO:

Soit deux CPO A et B. On définit un ordre partiel sur les fonctions continues de A dans
B par:
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f E g si et seulement si Va € A: f(a) C f(b).

On obtient un CPO, noté [A — B], dont le plus petit élément est la fonction constante
égale a L.
Soit fo C fi C fo C ... une chaine croissante de fonctions continues de A dans B.

o0

La fonction | | f;, définie par: |_| fi)(a |_| (fi(a)) est la borne supérieure de
1=0

1=0

EHLELE---

Catégories CPO et CPOS

La composition de deux fonctions continues est continue. L’identité est continue. On a
donc une catégorie CPO, dont les objets sont les CPO, et les fleches les fonctions conti-
nues.

De méme, la composition de deux fonctions continues strictes est continue stricte. L’iden-
tité est continue stricte. On a donc une catégorie CPOS, dont les objets sont les CPO,
et les fleches les fonctions continues strictes.

3.2.2 Quelques bifoncteurs dans CPO et CPOS

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques constructions classiques de CPO: produit,
somme ... Les notations sont empruntées a Scott ([SG90]). Par rapport a la présentation
de Scott, nous insistons un peu plus sur 'aspect fonctoriel de ces constructions: a chaque
construction de CPO correspond une construction de fonction continue, les deux con-
structions définissant un foncteur dans CPO ou dans CPOS.

Produit cartésien

Le produit cartésien de deux CPO A et A’ est défini par:
Ax A ={(a,d),ac A d € A’}

On a une relation d’ordre partielle sur A x A"

(a,a") C (b,b') si et seulement si a C bet o C 0.

A x A, muni de cette relation d’ordre, est un CPO.
(J_A, L ar) est le plus petit élément.

|_|a1,7z |_|a/Z7|_|
1=0
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Exemple:

o (a b)) (bd') (DY

(a,a )
A.\j// 14:\3// mgf‘!&k\“’!’hhm

Ax A = |

Soit f:C' — A, et f': C — A’, deux fonctions continues.
On définit < f, f' >: C — A x A par:

Vee O: < f,f'> (c) = (f(c), ['(c)).

< f, f' > est une fonction continue.

On définit les projections p et p’ de la maniere habituelle:
p: AxA — A p: AxA — A
(a,d') +—a (a,a") —d
X et ces deux projections définissent un produit catégoriel (cf 2.2.3), c’est-a-dire que
< f,f > C — A x A" est 'unique fonction continue telle que: p o < f, f' >= f, et

plo< f, f' >=f".

Produit de deux fonctions:
Etant donné deux fonctions f: A — B, et f': A’ — B’, le produit de f et f’ est:

fxf=<fop,fop>

On peut vérifier que ce produit correspond au produit cartésien de f et f':
fxfl: AxA —=BxB

(a,0) = (f(a), f(b))
x est un foncteur dans CPO:

(gxg)o(fxf)=(gof)x(g"of)

idAXAI = ZdA X idA/
x est également le produit catégoriel dans CPOS.
En effet, les projections p et p’ sont strictes.

Si f et f' sont strictes, alors < f, f' > est stricte.

Considérons le diagramme dans la catégorie CPO:
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Comme toutes les fleches sont strictes, le méme diagramme peut étre considéré comme
un diagramme de CPOS.

On a les égalités:

po<f,f'>=fetpo<f f>=Ff.

On montre que < f, f' > est 'unique fleche de CPOS qui satisfait ces deux égalités: si
une autre fleche ¢ de CPOS satisfait les égalités, alors ¢, considéré comme une fleche de
CPO les satisfait aussi, et donc: ¢ =< f, f' >.

Par conséquent, la catégorie CPOS a un produit, qui correspond au produit dans CPO.

Somme disjointe liftée

La somme disjointe liftée de deux CPO A et A’ est définie par:
A+ A ={laa}tU{(1,a),a € A}U{(2,d),d € A’}

Relation d’ordre sur A+ A"
Soit z,y € A+ A"
x C y si et seulement si:
r=1 ou
z=(l,a),y=(1,b),et aCb ou
x=(2,d),y=(2,0),etd TV
A+ A" est un CPO.

Exemple:
(1,a) (L,b) (2,d") (2,V)

a b a b
(1,L) (2, 1)
A :\/ Al :\/ A+ A =
1 1
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On définit les injections:
i A A+ A i A A4+ A
a —(1,a) a —(2,a)

Soit f: A— C,et f': A" — C, deux fonctions continues. On définit:
V. A+ A — C

lara = Le
(La) = fla)
(2,d") = f(d)

On a les égalités:

<
K':\
O
~
Il

i
f
fl

Remarque:

On n’a pas défini ainsi une somme catégorielle car il peut exister plusieurs fonctions
telles que poi = f, et oi' = f'. (+ est une somme catégorielle faible.)

Par contre, il existe une unique fonction ¢ stricte telle que: v oi = f, et poi' = f'

Il ne faut pas conclure que + est la somme catégorielle dans CPOS, car i et ¢ ne sont
pas strictes. On verra par la suite que CPOS a une somme catégorielle, qui est la somme
fusionnée @.

Somme disjointe liftée de deux fonctions:
Soit f : A — B,et f': A - B'. Soit f+ f : A+ A — B+ B’ définie par:
f+f = (iof)V(i'o f'). On vérifie que cette définition correspond a la définition

suivante:
f+f:. A+A — B+DB

lara = Ll
(La) = (1,f(a))
(2,d) = (2,f(d))

+ est un foncteur:
(g+g)o(f+f)=(g90f)+ (g of)

idA+AI =ida + 1d g

Produit fusionné

Dans les langages de programmation stricts, c’est-a-dire pour lesquels toute fonction
définie est stricte, lorsque 'un des composants d’un couple d’arguments ne termine pas,
le couple ne termine pas. Autrement dit, on ne veut pas distinguer les éléments (a, L) et
1. Ceci motive la définition du produit fusionné, (smash product en anglais), qui fusionne
tous les couples d’éléments qui ont un composant égal a L.

Le produit fusionné de deux CPO A et A’ est défini par:
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ARA ={Laga}tU{(a,d),ac A—{Ls},d € A —{La}}

Relation d’ordre sur A ® A"

Vee AQ A, LC x.

Soit (a,a’), (b,b') € A® A"

(a,a") C (b,b') si et seulement si a C bet o C 0.

Exemple:

(a,a")  (b,d') (a,b) (b0

. b al, bl W
A :\/ A :\/. AQ A =

4 4 4

Produit fusionné de deux fonctions strictes:
Soit f: A— B, et f': A" — B, deux fonctions continues strictes. On définit:
fef: AxA — BxB
Laga  — Lpep
(a,a") = (f(a), f'(d)) sif(a)#Laet f'(d)) #La
g J—B®B’ sinon.
f ® f' est continue stricte.

® est un foncteur dans la catégorie CPOS:
(g@g)o(f@f)=(90f)®(g"°f)

idA®A/ =idy @ 1dy

Remarque: On peut définir le produit fusionné de deux fonctions non strictes de la méme
facon. Le probleme est que ® n’est pas un foncteur dans la catégorie CPO.

En effet, prenons pour f la fonction constante égale a L, pour g la fonction constante
égale a gp, et 'identité pour f' et ¢

Soit (a,a') € A x A" On a:

(g®g) o (f® f)a,d)=(g®yg)(L) =1

(9o )@ (g" o f)a,a') = (go fla),g" o f'(a") = (g0, d).

Somme fusionnée

Soit deux CPO A et A’. Dans certaines circonstances, on ne veut pas distinguer les
éléments (1, La), (2, La), et L dans A+ A’. Ceci motive la définition de la somme fu-
sionnée (coalesced sum en anglais), qui fusionne ces éléments:

La somme fusionnée de deux CPO A et A’ est définie par:
Ap A = {J—AGBA’} U {(1,&), ac A— {J_A}} U {(2,&’),&’ c A — {J—A’}}
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Relation d’ordre sur A @ A"
Soit z,y € Ad A"

x C y si et seulement si:

x =1 ou
r=(1,a),y C
r=(2,d),y=(2,0), et d CV.

Exemple:

On définit les injections:
i: A — Ao A
a +— (l,a), sia#ly
— L, sia=1,4
i Al —» A A
ad = (1,d), sid #Ly
— J_, sia =1

®, 1, et 7' définissent une somme catégorielle (cf 2.2.3) dans CPOS.
Soit f: A— C,et f': A — C, deux fonctions continues strictes. Il existe une unique
fonction continue stricte fV f': A@ A" — C, telle que: (fV f)oi= f et (fV[f)oi =f
On vérifie que cette fonction fV f’ est définie par:
fvf. AeA — C
Llasar — Le
(1,a) = f(a)
(2,d') = f'(d)
Somme fusionnée de deux fonctions strictes:
Soit f: A— B, et f': A — B, deux fonctions continues strictes.

feff=@Gof)Vv(i'of).

On peut vérifier que cette définition correspond a la définition suivante:
fef: AeA — BeB

J—A@A’ — J—B@B’

(17 a) = (17 f(a)) s1 f(a) 7éJ—B
—  Llpep sinon

(2,d")  — (2,f'(d")) sif'(d)#Lp
— J—B@B’ sinon
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@ est un foncteur dans CPOS:
(gog)o(fof)=(90f)® (9 f)

idA@A/ — ZdA @ idA/

Remarque: Comme pour le produit fusionné, on peut définir la somme fusionnée de deux
fonctions non strictes. Cette somme fusionnée définie dans CPO n’est pas un foncteur.

Lemme 1:

e Les fonctions (d’odre supérieur) x et + sont continues dans CPO:
Pour toute chaine croissante de fonctions continues:

HCAC LT . et T fiC f,C ., ona:

Uﬁ g Qme)
Uﬁ g Um+f)

e Les fonctions ® et @ sont continues dans CPOS:
Pour toute chaine croissante de fonctions continues strictes:

HCAC LT . et T fiC fC .., ona:

Uﬁ Q Qm®f)
Uﬁ g Qm@f)

3.2.3 Plongements

La notion de plongement (embedding en anglais) a été introduite par Scott, puis utilisée
intensivement par Wand avec les O-catégories. L’idée est de construire une relation d’ordre
entre les CPO, qui permette de modéliser que un CPO est "inclus” dans un autre. On
veut par exemple modéliser que, étant donné deux CPO A et B, A est ”inclus” dans
A+ B. Si on considere I'inclusion des ensembles, ce n’est pas le cas. Néanmoins, on
"retrouve” tous les éléments de A ”"codés” dans A + B. La notion de plongement est en
fait une extension pour les CPO de la notion d’injection pour les ensembles.

Définition: plongement

Soit deux CPO A et B.
Soit f : A — B, une fonction continue.
f est un plongement s’il existe g : B — A continue telle que:

go [ =ida
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fogEidp.

Une telle fonction g est alors unique:
Soit ¢’ : B — A telle que:

g'of=ida
fog Eudp.
On a:

foglidp=g'ofoglyg =gLCy¢
fogd Cidg=gofogdEg=gCy
dou: g=14¢'.

Lorsque g existe, on note: g = fF.

La composition de deux plongements f et f’ est un plongement, et on a:

(f o f/)P — f/P o fP.

L’identité est un plongement, et id’, = id4.

On a donc une catégorie PLG, dont les objets sont les CPO, et les fleches les plongements.

Remarque: un plongement est une fonction stricte.
Preuve:
LAC fP(Lp) (L4 plus petit élément)
=  f(La) C f(f¥(LB)) (f continue = f croissante)
= f(Lla) Clg (fo f¥ Eidg)
= f(La) =1p (Lp plus petit élément).
De méme, on montre que fF(Lg) =1,4.

La catégorie PLG des plongements est donc une sous catégorie de CPOS.

Lemme 2:

Soit T un bifoncteur croissant, c’est-a-dire tel que:

fESf gCgd = ftgC f'id

Soit f: A— B, et g: A’ = B' deux plongements.
Alors: f 1 g est un plongement, et (f 1 g)" = f" 1 ¢".
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Preuve:
(ff1g") o (ftg) =("of)t(9"og) (f est un bifoncteur)
=idy tida (définition du plongement)
= tdatar (T est un bifoncteur)
(fTg)o(f71g") =(fof")t(gog”) (f est un bifoncteur)
C idp tidp (fofP Eidp, gog” Cidp)
(T est croissant)
C wdpip (T est un bifoncteur)
Corollaires:

Soit f: A— B, et g: A — B’ deux plongements.
[xg [f+g, [®g, [Dgsont des plongements.

En effet, x, +, ®, et & sont continus, donc croissants.

3.2.4 Construction d’w-colimites

Dans ce paragraphe, on se place dans la catégorie CPOS, et on montre qu'un w-diagramme
dont les fleches sont des plongements a un cocone colimite.

Lemme 3:

On considere des CPO Ly, Ly, Ly..., tels que qu’on ait des plongements:
fit Li = Liq.
Alors le diagramme L @ Ly f# Lo -+ a un cocone colimite dans CPOS.

Preuve:

Pour montrer ce lemme, il faut:
1. Construire un CPO L
2. Construire des fleches &; : L; — L
3. Montrer que IL = (L,{& : L; — L, i € IN}) est un cocone.
4. Montrer que IL est un cocone colimite dans CPOS.

Cette construction est attribuée par Wand a Scott. Les démonstrations sont largement
inspirées de celles données par Tennent ([Ten91]).
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1. Si a la place des plongements f;, on avait des inclusions d’ensemble, il suffirait de
prendre pour L la réunion de tous les L;. Il faut faire une construction qui garde
la méme idée: on considere comme élément de L un élément de Lj, mais en plus,
on note sous quelle forme apparait cet élément dans tous les L; pour ¢z > k. On est
donc conduit a considérer comme éléments de L des séquences infinies (ly, [y, ly, - - ),
avec [; € L;:

Soit L I’ensemble des séquences infinies (ly, l1,ls, - - ) telles que:
VieIN: [; € L;

li = ff(liy)
On a donc: Vi € IV : fi(li) = fi( f (li+1)) C lisa.

L est un CPO:
La séquence (Lp,, Ly, Ly, ) est le plus petit élément.
Soit une séquence croissante so T s; T sp T --- d’éléments de L, avec s; =

(I8, 18,15 - - -). La borne supérieure des s; est:

USZ:(UZEJ |_|l§7 |_|l§= )
=0

=0 =0 1=0

2. On construit maintenant des fonctions &; : L; — L. Soit [ € L;. &(l) est une
séquence (zg,x1, Ty, - -) définie par:
zj = (fjm10 fizo o fino fi)(l) sii<j
xj=1 sit=]
ij(ngO jljr1°"'°f£1)(l) sii> ]
Les fonction &; ainsi définies sont continues et strictes. De plus, ce sont des plonge-
ments, et & (g, 21, 29, ++) = ;.

En effet:

d (gzpoé-z)(l) = gip(l'o,x']_,l'z,- . ) =x; =
donc & o & = idy,.

e Soit (yﬂa Y1,Y2, - ) = gz © gip(l‘m L1, T2, " ) =
Il faut montrer que & o & (o, &1, 2, ---) T (@0, 1, T2, - - -), c'est-a-dire que:
Vie N :y; C ;.
Sti<j:yj=(fi-10fj—20- -0 fiz10 fi)(w:) C aj,
car V&, fr(zr) = Tpq1.
Sii>j:y;=(foffooff)w)=u1j,
car Yk, ff'(zr41) = xp.

3. Pour montrer que IL = (L,{&; : L; — L, i € IN}) est un cocone, il faut montrer que
Vie N : &0 fi =&
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Soit [ € L, et &(1) = (xo, x1, Ta, -+ +).
Soit &1 (fi(D) = (Yo, y1, Y2+ - +).

Pour j < u:
Tj = (fj71ij72o"'ofi+lofz')(l)
= (fj_10 fj20---0 fix1)(fi)(D)

Pour j =i: z; =1 =L (fi(l)) = y;
Pour j > u:

xj=(f o fliio---o f2)(0)
= (ij © jljrl o---o fENL(fi(D)))
=y

On montre que les plongements &; satisfont 1’égalité suivante:

| |&o&f =idy
=0

Soit j € IN
fioff Eidy, (f; est un plongement)
= o fjofl ol E&noll, (& est croissante)
= §o&l E&pno&l, (IL est un cocone, donc

§ =&jr10f5),

et donc & = f 0 &1\ ))
On a donc bien une chaine croissante:
§po& E&o&f C&oll E---
De plus: Vi, & o &l Cidy.

Il reste a montrer que:

Vh: L — L, tel que Vi, & o &P C h, on a: id;, C h.
Soit { = (ly, ly,ly,---) € L.

Soit h(l) = (hg, hy, ha, - - -).

ICh(l) ©VEk: Iy C hy.

oo &L (1) E h(l) = & (k) T A(D).

La k-ieme composante de & (l) est lx. La k-itme composante de h(l) est hy. Par

conséquent: [ C l.

Pour montrer que I = (L,{§ : L; — L, i € IN}) est un cocone colimite dans
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CPOS, on considére un autre cocone dans CPOS: M = (M,{y; : L; = M, i €

N}).

Il faut montrer qu’il existe une unique fonction continue stricte ¢ : L — M, telle



46 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CATEGORIES CPO ET SET

que: Vi :1po& = .

Soit j € IN :
fioff Cidy, (f; est un pl(?ngement)
= 10 fjoff ol E o0&l (pj4 est croissante)
= pyo ffo&l ) E o, (IM est un cocone)
= pjo&f Epjo&ly, (IL est un cocone, donc
& = &+10 fh

et donc & = fi" 0 &f,))

On a donc une chaine croissante de fonctions de L dans M:

o0&y C ol Eppo&y C -
On peut donc considérer la fonction:

Y = ﬂ(ﬂjoff)

Jj=0

Soit 7 > 4. On a:
§i=&ofimioofinofi=
§ o0& =fi10--0fiofi=
Njoffofi:Njofjflo"'ofiﬂofi:m
On a donc:

ho&= Uﬂjoffofi

j=0
> P
= |_| pio& ok
j>i
o0
= | pi =
j>i

Il faut maintenant montrer que v est I'unique fonction telle que:
Vizgpo& =
Soit ¢’ vérifiant cette propriété.

On a: N
|_| &io sz =y,
i=0

Donc:

V' =o(|]&og)
1=0
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o0 o
P P
=¥ o&o& = Juo& =
1=0 1=0
Il reste a montrer que v est stricte, ce qui est évident.

Remarque 1:

Pour montrer que IL est un cocone colimite, on a utilisé uniquement le fait que les &; sont
des plongements et que:

|_| §io 611? =udp,
i=0

On n’a pas utilisé la construction de de L et &. On a donc le lemme suivant:

Lemme 4:

Soit un w-diagramme dans PLG: L Iy L, hy Ly---.
Soit IL = (L,{&; : L; — L, i € IN}) un cocone dans CPOS.
On a: IL est un cocone colimite dans CPOS du diagramme

Ly f# Ly f# Ly -- - si et seulement si:

o V¢ . L; — L est un plongement

[ ] ugzofzpzldll
=0

Remarque 2:

On s’est placé dans la catégorie CPOS. On aurait pu faire la méme démonstration dans la
catégorie CPO. (C’est-a-dire: IL est un cocone colimite dans CPO.) Tennent ([Ten91])
montre la méme chose dans la catégorie PLG des plongements: si Vi, u; est un plongement,
alors ¢ est un plongement.

On s’est placé dans la catégorie CPOS pour la raison suivante: pour appliquer la théoreme
de Plotkin et Smyth, on doit se placer dans une catégorie possédant un objet initial. On
ne peut donc pas se placer dans la catégorie CPO. Tennent redémontre le théoreme de
Plotkin et Smyth dans PLG. Nous nous intéressons a la propriété d’initialité dans une
catégorie la plus grande possible, c¢’est pourquoi nous nous placons dans CPOS, plutot
que dans PLG.

3.2.5 Conservation d’w-colimites

Pour appliquer le théoreme de Plotkin et Smyth, on doit considérer des foncteurs conser-
vant les w-colimites. On montre dans ce paragraphe que tous les foncteurs et bifoncteurs
que nous avons considérés jusqu’a maintenent conservent les w-colimites.
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Lemme 5:

Dans toute catégorie, on a:
Pour tout objet Z, le foncteur constant Ze conserve les colimites.
Le foncteur identité I conserve les colimites.

Preuve:

évident.

Lemme 6:

Soit C une catégorie admettant des w-colimites. Soit F,G : C — C deux endofoncteurs
conservant les w-colimites. Alors le foncteur G o F' conserve les w-colimites.

Preuve:

évident.

Lemme 7:

Soit 1 un bifoncteur continu.

Soit D = D, g, D, A D5 .- un diagramme sur PLG, ayant pour colimite le cocone
ID=(D,{o;: D; — D, i€ IN}).

Soit E = Fy &% E, % E,--- un diagramme sur PLG, ayant pour colimite le cocone
Alors le diagramme D 1 E = Dy 1 Ey dofgo D, t By At Dy t Ey--- a pour colimite:

Preuve:

a; et 3; sont des plongements, T est continu, donc a; 1 5; est un plongement, et (o; 1 6;)F =
af t 6F. (Lemme 2).

Pour montrer que le diagramme D | E a pour colimite ID { IF, il suffit de montrer que:
(lemme 4)

o0

| (it 8:) o (ar t )" = idpie

=0
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3

(it 8;) o (it B)"
=0
=Lt 8ol 167 (Leme
|_| ajoar )t (BioB)) (t est un bifoncteur.)
|_| a;oal |_| BioBF) (f est continu)
1=0
de Tidg (Lemme 4 appliqué a ID et IE)
= idpig (t est un foncteur).

Résultat:

Soit F' un foncteur construit par composition a partir de foncteurs constants, du foncteur
identité, et des bifoncteurs x, +, ®, ®. Alors F' conserve les w-colimites d’ w-diagrammes
de PLG.

Preuve:

Application immédiate des trois lemmes précédents (lemmes 5, 6 et 7).

3.2.6 Application du théoreme de Plotkin et Smyth dans CPOS

On se place dans la catégorie CPOS. Cette catégorie a un objet initial: {1}, ¢’est-a-dire
pour tout CPO B, il existe une unique fonction stricte j : { L} — B. Cette fonction j est
un plongement, et j est la fonction constante égale & L.

Soit F' un endofoncteur sur CPOS, construit a partir des foncteurs constants, du foncteur
identité et des bifoncteurs x, +, ®, et .

Soit [y 'unique fonction stricte de { L} dans F({J_})

Le diagramme {1} %% F({L1}) =% i) FZ({J_}) o) F3({L})--- est donc un diagramme
dans PLG. Par conséquent, il a un cocone cohmlte.

Les hypotheses du théoreme de Plotkin et Smyth sont vérifiées, donc il existe un ob-
jet L et un isomorphisme v : F(L) — L. L’algeébre (L,) est initiale dans la catégorie
(F : CPOS) des F-algebres sur CPOS.

Cette algebre donne une sémantique au type abstrait représenté par 1’”équation aux do-
maines” X = F(X).
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Remarque:

On peut se demander si cette algebre est initiale dans la catégorie des F-agebres sur CPO.
Ce n'est pas le cas. Si (4, a) est une F-algebre, ou a est non strict, il peut exister plusieurs
homomorphismes de (L, ) dans (4, a).

(Un tel exemple est donné en 3.2.7, dans le paragraphe sur les séquences infinies).

Test d’égalité de deux fonctions:

Soit (L, ) la F-algebre initiale de (F' : CPOS). Soit (A,a) une autre F-algebre de
(F : CPOS). Soit h, 'unique homomorphisme de (L, ¢) dans (A, a).

Soit une fonction f : L — A. Pour montrer que f = h, il suffit de montrer que f est un
homomorphisme, c¢’est-a-dire que: f o1 =ao F(f).

Remarque: exponentielle partielle

Il est d’usage de présenter, en méme temps que les bifoncteurs x, +, ®, @, 'opérateur
d’exponentielle partielle —. [A — B] est le CPO des fonctions continues de A dans B.
Soit f:B— A, et f': A= B
(f=f): [A—=A] - [B— B
h — flohof
Le probleme est que — ainsi défini n’est pas un bifoncteur, car f est une fonction de B
dans A.

Plotkin, Smyth, Wand ... résolvent ce probleme en se plagant dans la catégorie PLG, et
en considérent le bifoncteur E}, défini par:
Pour tout CPO A, B: A5 B=[A— B]. Soit f: A— B, et f': A' - B
(f—=f): [A—=A] — [B— B
h — floho fF
% est bien un foncteur.
Cela ne résout pas tous les problemes: lorsqu’on applique le théoreme de Plotkin et

Smyth, on obtient une algebre initiale dans la catégorie (F' : PLG), alors qu’on cherche
une algebre initiale dans (F' : CPOS).

3.2.7 Exemples de constructions de types abstraits

Dans ce paragraphe, on note 1 = { L} le CPO comportant un seul élément, et 1, = {L,*}
le CPO comportant deux éléments.

Entiers naturels stricts

Soit le foncteur F', défini par:
Pour tout objet A, F(A) =1, & A.
Pour toute fleche f, F(f) =idy, @ f.
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Calculons les premiers termes de la suite F7({L}):

1={l}= °

1

. (1,%) 0

F():J_ = ° _ _
=1 o1 E @ . E E
P =1,01,01) =
: U (1,%)  (2,0) 0 .
o [ - N =
L L 1 M

FPBlh=la(l.®(1.e1)=

* 0 1 (Lx)  (2,0) (2,1) 0 1 2
I o \l/' _ ‘\£/‘ _ \V‘

L

On construit donc ainsi ’ensemble des entiers naturels stricts IV .

L’isomorphisme ¢ : F(IN,) — IN, est donné par:
w 1,8 WJ_ — WJ_

1 = L
(1, %) — 0
(2,n) = n+1

On a les injections ¢ : 1, - 1, &N, et ¢ : IN, =1, & IN,.

51
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On pose:
z=1oi:

111

SI'Q/)Oi’I ]]VL — ]]VL
1 = L
n = n+1

On retrouve ici les constructeurs classiques z et s: z est la fonction constante égale a
0, et s est la fonction successeur. Ces deux fonctions permettent d’obtenir tous les entiers
naturels:

z est la fleche qui a * associe 0.

s o z est la fleche qui a * associe 1.

sosozest la fleche qui a x associe 2...

Nous allons définir ’addition par homomorphisme.
En utilisant les notations de programmation fonctionnelle, on définit ’addition par:

add O y =y
add s(x) y = s(add x y)

Dans cette définition, add € [IN; x IN, — IN;]. On peut également considérer que
add € [WJ_%[WJ_—)WJ_”Z

add O
add s(x)

id
s o (add x)

Considérons maintenant 1’algebre ([IN, — IN,],n):
n: ]_L-f—[]]\fl—)ﬂ\/]_] — [WL_)WL]
(1, *) — ZdW_L
@ f) — sof
On vérifie que l'on a:
add o =mno (id,, ® add)

add J_WJ_ = J—[WJ_—JVJ_]
& ¢ add 0 = idy,
add s(z) = so(addx)

On définit donc 'addition comme l'unique homomorphisme entre (IN,,%) et ([N, —
IN,],n). add est 'unique fonction telle que add o) =no (id;, & add).

Entiers naturels paresseux:

Soit le foncteur F' défini par:
Pour tout objet A, F(A) =1+ A
Pour toute fleche f, F(f) = id, + f.
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On note (1, L) =0, et (2,2) = s(z).
On a donc:

L’isomorphisme ¢ : 1 + Np — Np est donné par:

93

2,5(.L))
(2,1)
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77/) : 1+4Np — Np
4 = L
(1,x) +— 0
(2,n) +— s(n)
Comme précédemment, la fonction z = 1oi est la fonction constante égale 8 0, et s = od’
est la fonction successeur.

Remarque: On a une chaine croissante: LC s(L) C s?(L) E s*(L) C ---. Toute chaine
croissante a une borne supérieure, donc Np contient un élément infini: s*°(L). L’ensemble
IN| des entiers stricts, par contre, ne contenait pas d’élément infini.

Listes strictes

Les listes strictes d’entiers sont obtenues avec le foncteur F"
FA)=1.0(N®A)

F(f) :id1J_@(idN®f),

ol NV est un CPO d’entiers naturels (stricts ou paresseux ...)

On vérifie que: F™(1) représente le CPO des listes a 0,1,---n — 1 éléments.
Soit (Lg, ), I'algebre initiale. Lg est ’ensemble des listes finies.

Soit les injections ¢ : 1} — 1, ® (N® Lg), et i’ : N® Lg — 1, & (N® Lg). o
est la fonction constante égale a nil. ¢ o ¢’ est la fonction stricte cons.

Listes paresseuses

Les listes paresseuses d’entiers sont obtenues avec le foncteur F':

F(A)=1+ (N x A)

Si, pour simplifier, on considere que N contient un seul entier 0, on obtient la méme
structure que celle des entiers naturels paresseux (I’ensemble des listes sur un ensemble a
un élément est isomorphe a ’ensemble des entiers).

0:0:nil

nil
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Soit (Lp, 1) lalgebre initiale.

La fonction ¢ o i est la fonction constante égale a nil. La fonction ¢ o4’ est la fonction
non stricte cons.

Par exemple, cons(0, L) = 0 : L (liste dont le premier élément est 0, et le reste non défini).
Comme pour les entiers naturels paresseux, on a des chaines croissantes de la forme:

1 cons(0, L) C cons(0, cons(0, L)) C cons(0, cons(0, cons(0, L))) - -

Toute chaine croissante ayant une borne supérieure, Lp contient toutes les listes infinies
d’entiers.
Le CPO des listes strictes ne contenait que les liste finies.

Séquences infinies

Soit le foncteur F' défini par:
Pour tout objet A, F(A) =N x A
Pour toute fleche f, F(f) =idy X f.

Calculons les premiers F*(1):
F(1)=Nx1

F?(1) = N x (N x 1))

F3(1) = N x (N x (N x 1)))

Soit (L, 1), 'algebre initiale de la catégorie (F': CPOS). L est 'ensemble des séquences
infinies sur N, qui seront notées: [ng, ni, ng, - - |. Le plus petit élément de L est la séquence

infinies de J_NI J_L: [J_N,J_N,J_N, N ]

Soit ¢ = =L,

W

N p
\
N x L
-~
L

¥ est la fonction qui ajoute un élément en téte de séquence: ¥ = cons.
Remarque: 1 est stricte, ¢’est-a-dire que ¢(Ly, L) =L p. Par contre ¢ n’est pas bistricte,
c’est-a-dire que ¢(n,l) #L,,sin #Lyoul #1,.
head = po ¢ : L — N renvoie le premier élément d’une séquence.
tail = p' o ¢ : L — L enléve le premier élément a une séquence.
head et tail sont strictes.
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Soit une autre F-algebre (M, 7).
D’apres le théoreme de Plotkin et Smyth, si n est stricte, alors il existe un unique
h: L — M tel que: hotp =noF(h). (Il est facile de voir que h est alors forcément strict).

Le théoreme de Plotkin ne nous dit rien si 1 n’est pas strict. Nous allons donner un
exemple ou 1 n’est pas strict, et ou il existe plusieurs homomorphismes entre (L,1)) et

(M, n).

NxL — L
(n,l) +— cons(0,tail(l))
En termes purement fonctionnels, n est définie par:

Soit -

n=conso < zotyop,tailop >,

ol z : 1 — N est la fonction constante égale a 0, txy : N — 1 est 'unique fleche de N
dans 1. zoty : N — N est la fonction constante égale a 0.

Soit h : L — M vérifiant h o) = no F(h).
hoty =noF(h) &
Pour toute séquence [ni,ng, ng, - -, et Vn € N:
ho(n,[ny,ng,n3,--+]) =no F(h)(n,[ny,ng,n3,-]) <
h([n,ny, ng, ns, - --]) = n(n, h([ny, ng, ns,---|)) <

h([n, ny, ng, ns, - --]) = cons(0, tail(h([ny, ng, n3, - - +])))

On remarque que cette relation est satisfaite pour toute fonction h qui renvoie une
séquence constante dont le premier élément est 0.

Il n’y a donc pas unicité de 'homomorphisme entre (L,v) et (M,n). (L,) est bien
initiale dans (F' : CPOS), mais pas dans (F': CPO).

3.3 Types abstraits dans SET

Dans cette partie, on montre que certains résultats démontrés dans CPOS peuvent
s’appliquer directement dans SET. Pour cela, on considere un ensemble comme un CPO
plat, et on considere une fonction entre deux ensembles comme une fonction continue tres
stricte entre deux CPO plats. On obtient ainsi une sous catégorie de CPOS.
Définition: CPO plat

Un CPO A est plat (flat en anglais) si

Va,be A: aCb< (a=L ou a=0b)
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Exemple de CPO plat:

o 1 2 3 4 5

s

L

Définition: fonction trés stricte

Une fonction f: A — B est tres stricte (very strict en anglais) si:
Va € A: f(a) =lpea=1y4

Une fonction tres stricte est donc stricte.

Catéorie PTS, isomorphe a SET

On a une catégorie PTS, des CPO plats, avec les fonctions continues tres strictes. Cette
catégorie est isomorphe a SET: a chaque ensemble A, on fait correspondre le CPO plat
A} = Au{L}. A chaque application f : A — B, on fait correspondre la fonction continue
tres stricte f, : A — B,.

Foncteurs dans PTS et SET

En 3.2.2, on a défini les foncteurs x, +, ®, et &. On regarde si on peut restreindre ces
foncteurs a PTS.

Etant donné deux CPO plats A et B, A x B et A+ B ne sont pas des CPO plats. On ne
peut donc pas appliquer ces deux foncteurs dans PTS. Par contre A® B et A @ B sont
bien des CPO plats. De plus, si f et g sont deux fonctions tres strictes, f ®get f R g
sont également tres strictes.

Dans PTS, on dispose donc des foncteurs ® et @&. On peut vérifier que ces foncteurs
correspondent au produit et a la somme dans SET, qui sont notés habituellement x et
+, et ne doivent pas étre confondus avec les foncteurs x et 4 de la catégorie CPO.

Plongements

On sait déja que les plongements sont des fonctions strictes. Ce sont également des
fonctions tres strictes:

fla)=L= f"(f(a)) = f"(L) = a=1L

Les plongements de PTS correspondent aux applications injectives de SET.

Il faut remarquer que étant donné un plongement f, f¥ n’est pas une fonction tres stricte
(c’est seulement une fonction stricte). La fleche f¥ n’a donc pas d’équivalent dans SET
(cette fleche fait partie de la catégorie des ensembles et des fonctions partielles).
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Construction d’w-colimites

Soit des CPO plats Ly, Ly, Lo, - -+, et des plongements f; : L; — L; 1.
Alors le diagramme L Iy L Iy Ly -+ - a un cocone colimite dans PTS.

On fait exactement la méme construction qu’en 3.2.4. Il suffit de vérifier que:
e Le CPO L est plat.
e Les fleches & : L; — L sont tres strictes.

e La fleche ¢y : L — M est tres stricte.

Application du théoréeme de Plotkin et Smyth:

On se place dans la catégorie SET. Dans cette catégorie, () est initial.

On considere un foncteur F' polynomial, c’est-a-dire construit par composition a partir de
foncteurs constants, du foncteur identité, et des bifoncteurs x et +.

On considere le diagramme {0} % F({0}) i F*({0}) ) F3({0})---.

Toutes les fleches sont des injections, donc ce diagramme admet un cocone colimite.

Le foncteur F' conserve ce cocone colimite.

Par conséquent, il existe un objet L et un isomorphisme ¢ : F(L) — L. L’algebre (L, )
est initiale dans la catégorie (F' : SET).

Comparaison avec les types abstraits algébriques:

Dans ce paragraphe, on donne quelques exemples de types abstraits algébriques, et les
définitions correspondantes en termes de plus petit point fixe d’endofoncteur.

e Déclaration d’un seul type:
Soit la signature:

0: -> nat
S: nat -> nat

Cette signature correspond au foncteur:
FX)=1+X
F(f) =idi + f

Y-algebre et F-algebre:

Une X-algebre A est donnée par un ensemble A, la constante 04 € A, et 'opération
sa:A— A

Une F-algebre est donnée par un ensemble L, une application [ : 1 + L — L. Don-
ner cette application [ revient a donner les deux applications (o7 : 1 = L, et
loi : L — L, qui correspondent & 04 et & s4.
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Homomorphisme:
Soit A et B deux X-algebres.
Soit h : A — B un homomorphisme d’algebre. h vérifie:

{ h(04) = 0p
Ve e A: h(sa(x)) = sp(h(x))

On considere maintenant A et B comme des F-algebres:
a:F(A) — A

b: F(B) — B

Les équations vérifiées par h deviennent:

hoaoi=0boz1 N
hoaoi =boi oh

hoa=bo (id, + h)

On voit sur cet exemple que les définitions d’algebres et d’homomorphismes corre-
spondent, la Y-algebre initiale 7% et la F-algebre initiale doivent donc correspondre
également.

e Déclarations croisées de plusieurs types:
On définit le type abstrait des arbres non vides et des foréts avec la signature
suivante:

fvide: -> foret
fcons: (arbre, foret) —> foret
noeud: (nat,foret) -> arbre

Cette sinature va étre représentée par le foncteur:
F: CxC —- C x C
(A, f) — (NxF1+AxF)
(a, f) = (idy X f,idy +a X f)
Il est facile de voir que si le théoreme de Plotkin et Smyth s’applique dans une
catégorie C, alors il peut s’appliquer dans la catégorie produit C x C.
Soit ((4, F), (a, f)) la F-algegre initiale de (F': C x C).
a:NxF—A
f:1+Ax F — F.
a correspond a opérateur noeud, f oi correspond a fuvide, et f o i correspond a
feons.
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3.4 Discussion a propos d’autres travaux

Dans ce paragraphe, nous revenons un instant sur les travaux de de Malcolm ([Mal89],
[Mal90]), et de Meijer, Fokkinga et Paterson ([M F P91]).

3.4.1 Dualité

On obtient le dual d’un énoncé concernant une catégorie en retournant toutes les fleches
et toutes les compositions. Le principe de dualité dit que le dual de tout théoreme est un
théoreme (car dans la définition d’une catégorie, le dual de tout axiome est un axiome).

Définition: coalgebre

Etant donné un endofoncteur F' sur une catégorie C, on peut définir une F-coalgebre
comme le dual d’une algebre: c¢’est un couple (Z,z2) ou 2z : Z — F(Z).

On a vu que ’on peut définir des types abstraits comme algebre initiale dans une catégorie
de F-algebre. On peut également, par dualité, définir un type abstrait comme coalgebre
terminale d’une catégorie de F-coalgebres.

Dual du théoreme de Plotkin et Smyth:

Soit C une catégorie ayant un objet terminal Ly.
Soit F' un endofoncteur sur C.

On suppose que le diagramme

Lo ¢ F(Ly) ©% p2(Ly) “% F3(Ly) - --

admet une limite.

(6 est I'unique fleche de F'(Lg) vers Lyg.)

On suppose que F' conserve cette limite.

Alors il existe un objet L et un isomorphisme ¢ : L — F(L).

De plus la coalgebre (L, ¢) est terminale dans la catégorie des F-coalgebres.

Approche de Malcolm:

Malcolm se place dans la catégorie SET. Dans cette catégorie, () est I’objet initial, et
1 = {*} l'objet terminal. On a donc deux moyens de construire des types abstraits: soit

comme colimite du diagramme:

F

0 -2 F@) EU p20) 2@ p3(g) ..
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soit comme limite du diagramme:

12 p(1) £Y g2y U p3yy .

Pour un méme foncteur, on n’obtient pas forcément le méme type. Par exemple con-
sidérons le foncteur F' défini par:

On se fixe un objet A.

Pour tout objet W: F(W)=Ax W

Pour toute fleche w: F(w) = idy X w

La définition de type abstrait par colimite donne le type vide, et la définition du type
abstrait comme limite donne le type des séquences infinies d’éléments de A.

Approche de Meijer, Fokkinga et Paterson

Meijer, Fokkinga et Paterson se placent dans la catégorie CPO. On a vu que pour pouvoir
appliquer le théoreme de Plotkin et Smyth, on doit en réalité se placer dans la catégorie

CPOS. Dans cette catégorie, { L} est a la fois objet initial et objet terminal.

De plus on peut montrer que le type abstrait défini comme colimite du diagramme:

{1} 5 F({1) ™ P2y =5 Py -

est le méme que le type abstrait défini comme limite du diagramme:

{1} = F({1)) £ P2y 9 Py -

Autrement dit, si (L, ) est I'algebre initiale de la catégorie des F-algebres, alors (L, ")
est I’objet terminal de la catégorie des F-coalgebres.

Dans cette approche, utiliser le principe de dualité ne définit donc pas de nouveaux types

de données. Par contre, on a un résultat de ”terminalité”, dual de I'initialité:

Initialité:

Soit une algebre (M, m) de (F : CPOS). 1l existe un unique h : L — M tel que:
hoty=moF(h)

”Terminalité”:

Soit une coalgebre (Z, z) de la catégorie des F-coalgebres sur CPOS. Il existe un unique
k: Z — L tel que:
ok =F(k)oz
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3.4.2 Catamorphisme, anamorphisme
Soit un endofoncteur F' sur une catégorie C. Soit (L, 1)), Ialgebre initiale de (F' : C). Soit
(M, m) une F-algebre.

Malcolm appelle catamorphisme 'homomorphisme initial de L vers M. Cet homomo-
morphisme est noté (m|).

Théoreme de promotion:

Soit deux algebres (M, m) et (N,n). Soit h: M — N. On a:
hom =noF(h) = ho(m|) = (n)

Ce résultat provient de l'initialité de (L,): (n|) est I'unique homomorphisme de (L, 1))
vers (IV,n). Comme h est un homomorphisme, h o (m]) est un homomorphisme de (L, 1))
vers (N,n), et donc ho (m) = (n).

Meijer, Fokkinga et Paterson définissent également un catamorphisme, non pas a par-
tir de l'initialité de (L, ), mais en utilisant 'opérateur p de plus petit point fixe dans les
CPO. Etant donné un CPO D, et une fonction continue H € [D — D], u(H) est le plus
petit élément de D tel que:

Catamorphisme:

On note Ah.m o F(h) o ¢p~! T'opérateur qui & toute fleche h : L — M associe la fleche
mo F(h)oy™ : L — M.
Le catamorphisme associé a I’algebre (M, m) est le plus petit point fixe de cet opérateur:

(m) = p(Ahmo F(h) op™")
(m) est bien un homomorphisme puisque:

(m) =mo F((m]) o™ = (m]) ot = mo F((m])

Anamorphisme:

Un anamorphisme est défini de fagon duale: L’anamorphisme associé a la coalgebre (7, z)
est le plus petit point fixe de l'opérateur Ah.i¢) o F'(h) o n, qui associe a toute fleche
h:Z — Llafleche Yo F(h)oz:Z — L.

(2] = w(Ahyp o F(h) o 2)

Lorsque (M, m) est une algebre dans CPOS (c’est-a-dire lorsque m est stricte), (m)
est ’homomorphisme initial de (L, 1)) vers (M, m). En effet, il existe alors un unique ho-
momorphisme de (L, ) vers (M, m). Par contre, lorsque (M, m) n’est pas stricte, il peut
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exister plusieurs homomorphismes de (L, 1) vers (M, m). La définition de catamorphisme
de Meijer, Fokkinga et Paterson est donc plus générale que celle de Malcolm.

Dans [MFP91], tous les théoremes énoncés sont démontrés a partir des propriétés de

lopérateur de plus petit point fixe pu. Certains peuvent étre démontrés a partir de
initialité de (L, ).

e La loi (Catafusion’):
Soit deux algebres (M, m) et (IV,n). Soit une fleche f: M — N. On a:
[ stricte, fom =no F(f) = fo(m) = (o)
Ce résultat est identique au théoreme de promotion. Si m et n sont strictes, alors
cette propriété provient directement de l'initialité de (L, ).

e Les catamorphismes conservent la ”strictness”:
Si (M, m) est une algebre telle que m est stricte, alors (m]) est stricte.
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Chapitre 4

Equations

4.1 Introduction

Nous avons vu comment représenter des types abstraits libres dans le formalisme des
catégories. En spécification algébrique, on peut spécifier des types abstraits non libres,
c’est-a-dire dont la définition comporte des équations. Par exemple, on peut spécifier
I’ensemble des entiers modulo 2 par:

0: —-> nat
S: nat -> nat
s(s(0)) =0

Le but de ce chapitre est de montrer que 'on peut intégrer les équations dans le for-
malisme des catégories. Dans ce formalisme, on raisonne toujours sur les fleches, il faut
donc commencer a définir les équations en termes de fleches. Ensuite, il faut définir la
notion d’algebre satisfaisant un ensemble d’équations. On propose enfin une construction
catégorielle d’algebre initiale dans la catégorie des algebres satisfaisant ces équations.
Cette algebre correspond a l'algebre Ty /= en spécification algébrique.

Dans tout ce chapitre, on considere une catégorie C, et un endofoncteur F' sur C qui
satisfont le théoreme de Plotkin et Smyth.
On appelle (A, a) lalgebre initiale de la catégorie (F : C) des F-algebres.

4.2 Equations

Dans cette partie nous définissons la notion d’équation et d’algebre satisfaisant un en-
semble d’équations dans le cadre catégoriel. Enfin, nous montrons que dans une catégorie
qui admet des sommes, un ensemble d’équations peut étre considéré comme équivalent a
une seule équation plus complexe.

En spécification algébrique, une équation est définie par un ensemble de variables Var, et

65
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deux termes t et u dont les variables appartiennent a Var. Dans le cadre catégoriel, une
équation va étre représentée par deux fleches f et g, qui correspondent aux termes ¢ et u
paramétrés par leurs variables.

Exemple:

Prenons ’exemple des entiers naturels. En spécification algébrique, on définit la signature
b3

0: -> nat
S: nat -> nat

L’ensemble des entiers naturels est donné par ’algebre initiale 7.

L’équation s(s(x)) = x définit 'ensemble des entiers modulo 2. L’ensemble des entiers
modulo 2 peut étre spécifié de maniere équivalente soit par I’équation s(s(x)) = x, soit
par ’équation s(s(0)) = 0.

Dans le cadre catégoriel, on définit le foncteur F' par:
FW)=1+W

F(w) =idy +w

Soit (A, a) lalgebre initiale.

Onposeaoi=zetaoi =s.

L’équation s(s(x)) = x correspond a I’équation catégorielle e; = (s o s ~ idy).
L’équation s(s(0)) = 0 correspond a I’équation catégorielle e; = (soso z = 2).
L’équation e; consiste en deux fleches sos, idy : A — A.

L’équation ey consiste en deux fleches sosoz, z:1 — A.

Le domaine des deux fleches de ’équation dépend des variables que ’on a du supprimer
pour réaliser I’abstraction. Typiquement, ce domaine sera 1, A, A x A,---. On verra en
4.2.4 que I'on peut considérer des domaines plus compliqués.

4.2.1 Définition: équation

Une équation est donnée par un objet X de C, et par deux fleches f,¢g: X — A.
On note (f ~ g), ou, lorsque 'on veut rappeler les domaines et codomaines de f et g:
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4.2.2 Définition: F-algebre satisfaisant des équations
On considere un ensemble d’équations:

E:{fO%gﬂaflwgla"'afn%gn}a avec fungz_>A

Soit (M, m) une F-algebre. Soit hy l'unique homomorphisme de (A, a) dans (M, m).
On dit que (M, m) satisfait les équations de E, ou que (M, m) est une F-E-algébre si:

Vie{0,1,---n}: hyofi=hyogy

Cette définition correspond a la définition de X-E-algebre en spécification algébrique
lorsque (M, m) est une algebre engendrée. (Les égalités hys o f; = hys 0 g; n’imposent une
contrainte que sur les éléments atteints par hy;).

4.2.3 Catégorie des F-E-algebres

Soit un ensemble d’équations F.

On a la catégorie des F-E-algebres, dont les objets sont les F-E-algebres, et les fleches les
homomorphismes de F-algebre.

La catégorie des F-E-algebres est une sous-catégorie de la catégorie des F-algebres.

4.2.4 Représentation de plusieurs équations en une seule

On suppose ici que la catégorie C admet des sommes. On considere un ensemble d’équations
E. On montre que cet ensemble d’équations est équivalent a une équation unique.

On va montrer que ’on peut se ramener d’un ensemble a deux équations a un ensemble
a une seule équation:

f f!
Soit deux équations: X —=% A et X' —= A.
g g

Soit (M, m) une F-algebre.
Soit hpr @ A — M I’homomorphisme initial de (A, a) dans (M, m).

,m) satistait les équations ~ g) et ~ sl et seulement si:
M isfait les é i g "~ (') si | i

huof = huoyg
hyof' = hyod

On considere les fleches fVf : X + X' — Aet gVg' : X + X' — A.
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A
hyof = hyog
hyof' = hyod
o d o (fVf)oi = hao(gVy)oi
hy o (fVf)ei' = hyo(gVy)od
& huo(fVSf) = huo(g9Vy)
A
& (M, m) satisfait ’équation: X+X'—= A
gVvy'

Par la suite, on considérera toujours une seule équation, sachant que en pratique,
plusieurs équations peuvent se ramener a une seule.

4.3 Coégalisateur

Nous aurons besoin, dans le paragraphe suivant, de la construction catégorielle de coéga-
lisateur.

Soit une catégorie C.

Soit deux objets X et A, et deux fleches f,g: X — A.

Un coégalisateur du diagramme X —= A est un objet A’ et une fleche
g

p: A — A’ qui satisfont les propriétés suivantes:

l.pof=pog

2. Pour tout objet B et toute fleche h : A — B telle que ho f = h o g, il existe une
unique fleche b’ : A" — B telle que:
h' op=h.
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X A

Al

Remarque 1:

Le coégalisateur de X ——= A est tout simplement la colimite de ce diagramme.
g
Remarque 2:

Dans la catégorie des ensembles SET, la construction d’un coégalisateur correspond a un
ensemble quotient. Soit = la relation d’équivalence engendrée par {(f(z), g(z)), x € X}.
A" correspond a I’ensemble quotient A/ =, et p correspond a la projection de A sur son
quotient A/=.

4.4 Algebre initiale dans la catégorie des F-E-algebres

4.4.1 Hypotheses

Dans ce paragraphe, on fait les hypotheses suivantes:
1. On se place dans une catégorie C ayant un objet initial Ly.
2. On suppose que C admet des sommes et des coégalisateurs.

3. On considere un endofoncteur F' de C qui conserve les w-colimites, les sommes et
les coégalisateurs.

4. On suppose que tout diagramme Dy ‘o, D, LN D, LE D;3--- ou Dy =D;+ Ej, et

11 : D = Djyq est 'injection de D; dans D;,; admet une w-colimite.

4.4.2 Motivation

Soit (A, a) la F-algebre initiale dans la catégorie (F': C). On consideére une équation

fo

E={ X A}

90
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Le but de ce chapitre est de définir une F-E-algebre (A*, a*), qui soit initiale dans la
catégorie des F-E-algebres.

(A*, a*) doit donc vérifier:
Pour toute F-E-algebre (M, m), il existe un unique A : A* — M tel que: Aoa* = moF(\).

4.4.3 Premieéere idée

fo

A

La premiere idée qui vient a I’esprit est de construire un coégalisateur de X
9o

défini par un objet A’ et une fleche p: A — A’

Jo p
X A A
9o
On prend I'image du diagramme par F"
F(fo) F(p)
F(X) F(A) F(A")
F(g0)

Comme F' conserve les coégalisateurs, on obtient un coégalisateur du diagramme

F(fo)

F(go)

F(X) F(A).

Counsidérons le schéma:

Jfo D
X A A
9o
F(fo) F(p)
F(X) F(4) F(A)
F(go)

Pour que la fleche o' : F(A") — A’ existe, il faudrait que: poao F(f) =poao F(g).
Comme il n’y a aucune raison pour que ce soit le cas, cette définition d’algebre échoue.
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Examinons sur un exemple les raisons de cet échec: un coégalisateur correspond, dans la
catégorie SET, a un quotient par une relation d’équivalence.

Dans I’approche algébrique des types abstraits, on prend le quotient par la congruence

engendrée par les équations, et non le quotient par la relation d’équivalence.
Considérons par exemple la signature:

0: -> nat
S: nat -> nat

et I’équation:
s(s(0)) =0

Considérer la relation d’équivalence engendrée par cette équation, au lieu de la congruence,
consiste a "oublier” toutes les équations:

s(s(s(0))) = s(0)
s(s(s(s(0)))) = s(s(0))

On est donc amené a "simuler” cette fermeture par congruence dans le cadre des

f

catégories. Pour cela, on va "ajouter” toutes les équations qui se déduisent de X
g

par congruemnce.

4.4.4 Seconde idée

On considere ’endofoncteur G sur C défini par:
GW)=W+ F(W)
G(w) =w+ F(w)

Soit f1,¢91 : G(X) — A définis par:

fi = foV(ao F(fo))

91 = goV(ao F(go))

A
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X + F(X) = G(X) a

On a vu en 4.2.4 que considérer I’équation (f; &~ g1) revient a considérer la conjonction
des deux équations (fy =~ go) et (a o F/(fo) ~ ao F(go)).

Examinons la signification de I'équation (ao F(fy) ~ ao F(gy)) dans ’exemple des entiers
modulo 2:

On considere toujours le méme foncteur F' défini par:

FW)=14+W

F(w) =idy +w

Soit (A,a) lalgebre initiale. On pose z = aoi, et s = aoi'. On considere I’équation:

0
1 —= A,avec fy=s0s0z, et gy=z.
go

Soit (M, m) une F-algebre.
(M, m) satisfait I'équation (a o F(fy) ~ ao F(gy))
& (M, m) satisfait les deux équations:

ao F(fy)oi
ao F(fy)od

wo F(g) o
ao F(gy) ot

R

Or, on a:

aoF(fg)oi=z2

aoF(fy)oi =aoiofy=sofy=sososoz
aoF(gy)oi=z

aoF(gy) ot =aoi'ogy=s0gy=s502
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Par conséquent:
(M, m) satisfait I’équation (a o F'(fy) =~ a o F(gp))
& (M, m) satisfait les deux équations:

2R Z

SOS0OS0ZR SOZ

La premiere de ces deux équations ne pose aucune contrainte. On remarque que la sec-
onde équation correspond a un "pas” de fermeture par congruence. Pour obtenir toutes
les équations

(Sn+2

(s*ozm2), (sozms02), -+ oz~ s"oz), -

il va falloir itérer cette opération.

Pour obtenir une équation qui modélise correctement une congruence, on est donc amené
a poser:

fi=foV(ao F(fo))

91 = goV(ao F(go))

Puis:

fa=fiV(ao F(f1))

92 = q1V(ao F(g1))
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Il faudra prendre la ”limite” de cette suite de fonctions. Pour cela, on va considérer
le cocone colimite du diagramme:

X 5 ax) 9 ey
Soit (Z,{&, : GF(X) — Z}) ce cocone. La ”limite” des fonctions f; et g; va correspondre

a deux fleches f,g: Z — A. On prendra enfin le coégalisateur de 7 —= A.
g

4.4.5 Définition de (A*, a*)

Dans cette partie, on réalise la construction formelle des idées décrites dans le paragraphe
précédent.

fo

Soit une équation X —x A.
9o

On se place dans les hypotheses décrites en 4.4.1. On considere 'endofoncteur G sur C
défini par:

GW)=W+ F(W)

G(w) =w+ F(w)

Lemme 1:

Le foncteur GG conserve les sommes et les w-colimites.

Preuve:

F conserve les sommes et les w-colimites. Le bifoncteur + conserve les colimites, donc en
particulier les sommes et les w-colimites. Donc G' conserve les sommes et les w-colimites.
O

G conserve les sommes: détaillons ce que cela veut dire:
Soit deux objets B et B’. On considere la somme de B et B’

B-5B+B ¢ B
G conserve les sommes, donc
c¢(B) Y e +8) L qB)

est la somme de G(B) et G(B'), c’est-a-dire:
Pour tout objet C, pour toute fleche f : G(B) — C et f' : G(B') — C, il existe une
unique fleche fVf': G(B + B') — C telle que:
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(fV[)eGi) =f
(fVf) o Gi') = f'

Soit ig et ij les injections de la somme de X et F'(X):

X 5 G(X) = X + F(X) <2 F(X)
G conserve les sommes, donc pour tout entier k:

GH(x) T GRX) = GRE(X) + G (X)) C @)

est la somme de G*(X) et GF(F(X)).

Posons i, = G*(iy), et i}, = G*(i).

Pour tout objet C, et pour toute fleche f: G¥F(X) — C et f': GF(F(X)) — C, il existe
une unique fleche fVf: GFT1(X) — C telle que:

(fVf)ow=f

(V) o =

Lemme 2:

Le diagramme X —% G(X) % G%(X) -25 - a une colimite.

Preuve:

Pour tout entier &, la fleche 7). est une injection de G*(X) dans G*(X) +G*(F (X)), donc,
d’aprés I'hypotheése 4 de 4.4.1, le diagramme X —> G(X) -5 G*(X) -2 --- a une
colimite.

([

Soit (Z,{& : GF(X) — Z, k € IN}) le cocone colimite.
G conserve les w-colimites donc le diagramme
G(X) 5 (X)) 5 BX) 2.
a pour cocone colimite: (G(Z),{G(& : GFTH(X) — G(Z), k € IN}).
On pose:
& = G(&o) oo
Vk > 0:& =G(&-1)-

o (G(2),{& : G*"(X) — G(Z)}) est un cocone sur le diagramme X 0y GIX)
G*(X) 25 .-, donc il existe un unique ¢ : Z — G(Z) tel que: Yk € IN : po &, = &,
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o (Z,{& :'Gk(X) — G(Z), k > 0}) est un cocone sur le diagramme G(X)

1

—

G*(X) -2 G3(X) =% - -+ donc il existe un unique ¥ : G(Z) — Z tel que: Yk > 0 :

o & = &
De plus, 9 o & =1 0 G(&) odg =1 0 &l 0dg =1 o&.

e Vie IN:ypogpof& =1o& =¢
donc ¢ o ¢ = idy.

(Car (Z, {& :,Gk(X) — G(Z), k > 0}) est le cocone colimite du diagramme

X 2 G(X) 5 GHXY) 2 -

o Vi >0: ¢O¢of£:¢ofl :fg donc ¢O77[):ng(z)
(Car (G(2), {& : Gkv(X) — G(Z)}) est le cocone colimite du diagramme G(X)
GHX) 25 G3(X) =25 --4)

¢
Z G(Z)
(8
€o &1 &2
G (&) G(&)
X , GX) ——— G*(X) —
Lo (31 (%
_ fo
Rappelons que 'on a I’équation X —=
9o

On pose:

fi = foV(ao F(fo))

91 =goV(ao F(go))

f1 est P'unique fleche telle que: fi oig = fy et f1oiy = ao F(fp).
g1 est I'unique fleche telle que: gy 0ig = go et g1 0 ify = a o F(gy).

A F(A)
fo fi F(fo)
X G(X) F(X)

io i

i1

—



4.4, ALGEBRE INITIALE DANS LA CATEGORIE DES F-E-ALGEBRES 77

On suppose par récurrence qu’on a construit:

fe i GF(X) = A et g, : GH(X) — A.

fx est I'unique fleche telle que: fyoip_1 = fr_1 et froi)_; = ao F(fr_1).
gr est I'unique fleche telle que: gy 0 i1 = gx—1 et gx 04} = a o F(gg_1).

GH(X) 5 GFFYX) = GR(X) + GF(F(X)) <% GHF(X))
est la somme de G¥(X) et G*(F(X)), donc on peut poser:
frr1 = fiV(ao F(fy))
9r+1 = grV(ao F(gy))
fr+1 est P'unique fleche telle que: fyiq 0dp = fi et fry1 0, = ao F(fx).
gr+1 est Punique fleche telle que: gry1 0 ix = gk et grr1 04 = ao F(gg).

A F(A)
Tk fem F(fr)
G*(X) - Gk+1(X)‘i,—F(Gk(X))

Lemme 3:

Il existe une unique fleche f: Z — A telle que:
Vk € IN : foé& = fr.
Il existe une unique fleche g : Z — A telle que:
Vk € IN : go &, = gg.

Preuve:

(A {fe: GF(X) = A, k€ IN}) et (A, {gr: GF(X) — A, k € IN}) sont des cocones sur
le diagramme: X —% G(X) -5 G?(X) =2 -,

En effet, les fleches fy11 et gri1 ont justement été construites pour que:

Je+1 00k = fr et gry1 09 = G

Par conséquent, comme (Z,{& : G¥(X) — Z, k € IN}) est le cocone colimite du dia-
gramme X -5 G(X) -5 G?(X) 25 - =

Il existe une unique fleche f : Z — A telle que:

Vk € IN : fo& = fk.

Il existe une unique fleche g : Z — A telle que:

Vk € IN : go & = gg.
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Soit i : Z — G(Z) et i : F(Z) — G(Z) les deux injections liées a la somme de Z et
F(Z).

Lemme 4:

G(&) : GFY(Z) — G(Z) est l'unique fleche telle que:
G(&k) otk =10 &k
G (&) 0 iy = 1" 0 F(&)-

Preuve:
7 —' Gz " FG2)
&k G (&) F(&)
GH(X) ———= GH(X) +——F(G*(X)

Par définition du foncteur G, on a: G(&) = & + F(&).
Par conséquent, G (&) : GF1(Z) — G(Z) est 'unique fleche telle que:

G(&k)oix =i0 &
G(&) ody, =1 o F'(&).

Lemme 5:
1= .

Preuve:

Comme (Z,{& : GF(X) — G(Z), k > 0}) est le cocone colimite du diagramme
X 2% G(X) 25 G2(X) 25 - -, il suffit de montrer que:
Vk €N :i0& = ok
VEk: o0& =G (&) ok (Lemme 4)
gb o fk = 61’9 = G(fk,l) = G(fk) o Zk (Déﬁnition de ¢)

Lemme 6:

fowoi =aoF(f)
gooi' =aoF(g).
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Preuve:

Soit t : G(Z) — A 'unique fleche telle que:
toi=f

toi =aoF(f)

(C’est-a-dire: t = fV(ao f))

toi=f = toioyoi =fopod
= togotpoi = forpoi (Lemme 5: i=¢)
= toi'=foyod (Car ¢ oi = idgz))
= aoF(f)=fotpod (Définition de t)

La preuve de go 1) oi = ao F(g) est exactement identique.

f
Considérons le diagramme 7 ——= A. Prenons en le coégalisateur, défini par I'objet
g
A* et la fleche p: A — A*
f p
g

Comme F' conserve les coégalisateurs,

F(f) F(p)
— = (A)—F(A*
()F@) (A) (A7)

est un coégalisateur.
poaoF(f) =poforoi (caraoF(f)=forpot)
=pogoyoi (carpo f=pog)
=poaol(g) (cargoyoi =aok(g))
Donc il existe un unique a* : F(A*) — A* tel que:

poa=a"oF(p)

f 4
A A A*
vz g
G(Z)'/Z a a*
N R F(p)
F(2) F(A) F(A%)
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Lemme 7:

Soit une algebre (M, m).
(1) (M, m) satisfait I"équation (fo ~ go)
(2) (M, m) satisfait les équations Vk € IN : (fx =~ g)
(3) (M, m) satisfait I’équation (f =~ g).

T3

Preuve:

Soit hy; 'unique homomorphisme de (A, a) dans (M, m).
On montre que (1) = (2) = (3).

e (1)=(2)
Il faut montrer que: hyr o fo = hpyrogo = Vk € IN : hpro fr, = hpr o gi
Par récurrence sur k:
Pour k£ = 0, c’est évident.
Supposons que hys o fr = hyr o g
Montrons que hpr o fri1 = har © grr1

M
by
F(A))
fera|| 961 F(fi) || F(gr)
- GFY(X F(G*(X))

Il suffit de montrer que:
ha o fk-i-l ot = hy O gk4+1 O 1) €t
ot © fr1 o, = hg © G © .



4.4, ALGEBRE INITIALE DANS LA CATEGORIE DES F-E-ALGEBRES 81

har o frr10i, = hao fi (définition de fri1)
= has o g (hypothese de récurrence)
= hpr © gpy1 © G (définition de gg41)

hy o fry10i, = hyoao F(fy) (définition de fgi1)
=mo F(hy)o F(ft) (hy homomorphisme)
=mo F(hy o fr) (F foncteur)
=mo F(hp o gk) (hypothese de récurrence)
=mo F(hy)o F(gr) (F foncteur)
= hy oao F(gy) (has homomorphisme)
= has © ggt1 © 1), (définition de gxi1)

* (2)=0)
On montre que:
(VkEﬂV h,MOfk:hMng) = h,MOf:hMOg

Comme (Z,{& : G*(X) — Z, k € IN}) est un cocone colimite, il suffit de montrer
que:
VkeIN: hyyofo&, =hyogo&y

Cela est évident, puisque:
VEeIN: fo&=fk
908k = gk

e (3)=(1)

Supposons que: hy; o f = hyog.

On a donc: hyyo fo&y=hpyogoéy

d’ou: hyr o fo = h o go.
Lemme 8:
Soit (M, m) une algebre satisfaisant 1’équation (fo ~ go). Alors il existe un unique
homomorphisme A de (A*, a*) dans (M, m).
Preuve:

Il faut montrer qu’il existe un unique A : A* — M tel que:

Aoa" =mo F())

Existence:

f p
A

D’apres le lemme 7, hyp; o f = hy; o g. Donc, comme 7 A*

[

est un coégalisateur, il existe un unique A : A* — M tel que: A op = hy,.
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Montrons que A est un homomorphisme, c’est-a-dire que

Aoa*=mo F())

f p

s Z —— A A*
VA ' RN

G(Z) a M a*
N F() Fi)

F(Z) F(4) ——— F(4Y)
F(g)
F(sz\ /Fu)
F(f F
Comme F(Z) D F(A) i F(A*)est un coégalisateur, pour tout v : F(A) —

F(g)

M tel que yo F(f) =0 F(g), il existe un unique ' : F(A*) — M tel que v' o F(p) = .

Nous allons prendre pour v la fleche: m o F(hyy) : F(A*) — M.

= F(hy)o F(f) = F(hy) o F(g) (F foncteur)
= mo F(hy)o F(f)=moF(fy)oF(g)

Montrons que:
Aoa® o F(p) =mo F(hy)

mo F(\) o F(p) =mo F(hy)
Comme il existe un unique 7' : F(A*) — M tel que 7' o F/(p) = mo F(hy), on aura donc:
Aoa* =mo F()\)

Aoa*o F(p) =M\opoa (car poa = a* o F(p))
=hpyoa (définition de \)
=mo F(hy)  (hy homomorphisme)

moF(A)oF(p) =moF(Aop) (F foncteur)
=mo F(hy)  (définition de \)
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Unicité:
On montre que:
Aoa*=moF(\) = Aop=hy
Comme il existe un unique A tel que A op = hys, A est unique.
Aoa*=moF(\) = AXoa*oF(p)=moF()\)oF(p)

= MXoa*oF(p)=moF(\op) (F foncteur)

= MXopoa=moF(Aop) (définition de a*)
Comme (A, a) est initiale, il existe un unique hy : A — M tel que hyr o a = mo F(hyy).
Par conséquent: hy; = Ao p.

4.5 Comparaison avec les esquisses

La théorie des esquisses ([BW91], [DRI1]) permet également de spécifier des types ab-
straits non libres. Dans ce paragraphe, nous tentons de comparer les deux approches.

Dans la théorie des esquisses, on définit la signature

0: —-> nat
S: nat -> nat

par un graphe G, qui contient deux objets 1 et /V, et deux flechesO0: 1 — Nets: N — N.
G: 153NS N

Soit S la catégorie engendrée par G.
Une algebre sur cette signature est une interprétation dans une catégorie ”concrete”, par
exemple SET, donnée par un foncteur I : S — SET.

La catégorie S décrit la syntaxe du type abstrait, et la catégorie SET sa sémantique.

On a une définition inductive des termes: ce sont des fleches de la catégorie S, de source
1 et de destination N:
0, so0, sos00, ---

Notre approche est basée sur des définitions récursives entre domaines:

A =1+ A. On sait que l'on a une algebre initiale (A, a), avec a : 1 + A — A. On peut
construire des termes a posteriori dans cette algebre initiale, en posant: 0 = a o4y et
s = a o19. Ici, les termes ne sont pas construits inductivement.

Dans la théorie des esquisses, une équation est une relation entre deux fleches. Par
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exemple: soso(0 ~ 0.

On considere la congruence engendrée par cette relation, (c’est-a-dire la plus petite re-
lation d’équivalence contenant cette relation, et compatible avec la composition). On
considere la catégorie quotient S/ ~. Une algébre qui satisfait les équations est alors
donnée par un foncteur I' : S/~ — SET.

Les équations que I'on écrit sont purement syntaxiques, ce sont des équations logiques (au
sens de logique équationnelle).

Dans notre approche basée sur la construction de domaines, on adopte directement un
point de vue sémantique, en se plagant immédiatement dans une catégorie ”concrete”
(SET, CPO ...). On ne peut donc pas imposer d’égalité entre fleches comme dans la
catégorie syntaxique S.

On contourne le probleme en définissant une équation comme deux fleches f,g: X — A.
On dit ensuite qu’une algebre (B, b) satisfait I’équation (f =~ ¢) si hg o f = hg o g, ou
hg : A — B est 'homomorphisme initial de (A, a) dans (B, b).

Les équations que 'on écrit ne sont donc pas des équations au sens logique, il s’agit seule-
ment d’égalités sémantiques vérifiées a posteriori.

En résumé, la théorie des esquisses permet de distinguer syntaxe et sémantique, de con-
struire des termes inductivement et d’écrire des équations d’un point de vue syntaxique.
Notre approche décrit des domaines sémantiques de facon récursive, et les ”équations”
que nous considérons ne sont pas des équations au sens de la logique. En ce sens, on est
plus proche de la programmation fonctionnelle que de la spécification algébrique.

4.6 Exemple

Avant de donner un exemple de F-E-algebre, rappelons quelques propriétés des produits:
pour tout objet A et A" on note p; : Ax A" — Aetpy: Ax A" — A’ les deux projections.
On a les égalités:

pro<fi,fo>=hfi
p2o<fi,fo>= fo
< fi,fa>0oh =< fioh, faoh >
< fiop, faope>= fi X [

(fixfa)o<gi,g2>=< fiog, faoge >

On peut généraliser le produit binaire a un produit n-aire. Pour n = 3, on note les trois
projections pi, po, et ps. On obtient les égalités:

p’io<f17f27f3>:fi7 2217273

< fi,fo,fa>oh =< fioh,fyoh,fs0h>
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Venons en maintenant a notre exemple. On note N I’ensemble des entiers naturels. On
cherche a définir le type abstrait des listes d’entiers naturels de la facon suivante: on
a la liste vide, la liste a un élément, et on peut concaténer des listes. En spécification
algébrique on considere la signature:

nil: -> liste
one: N -> liste
app: (liste,liste) -> liste

nil est la liste vide, one(n), pour neN est la liste a un élément, et app(11,12) est
la concaténation des listes 11 et 12. On doit en plus spécifier que nil est un élément
neutre pour la concaténation, et que la concaténation est associative. On ajoute donc les
équations:

app(nil,x) = x (1)
app(x,nil) = x (2)
app(app(x,y),z) = app(x,app(y,2)) (3)

On va maintenant définir la méme chose dans le cadre catégoriel. Pour cela, on définit le
foncteur F':

Pour tout objet W: F(W) =14+ N+W x W

Pour toute fleche w: F(w) = id; + idy + w X w.

On appelle (A, a) algebre initiale de la catégorie des F-algebres.

1 .
11
\2~ a
N }VF(A) A
Ax A

Pour des questions de lisibilité, on pose:
aoi; =Nily:1— A

aoiy =0ney : N — A
aoig=Apps : AxA— A

1 est 'objet terminal. Pour tout objet W, soit ¢y, 'unique fleche de W vers 1. La fleche
tw représente la fonction qui prend un argument de type W et rend 'unique élément de
1. Par exemple Nily oty : A — A est la fonction constante qui renvoie toujours la liste
vide.
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On écrit les trois équations sous forme fonctionnelle:

E: Appspo < Nilgoty,idy > = idy (1)
AppAO<idA,NilAOtA>% id 4 (2)
Appa o < Appa o < pi,p2 >,p3 >~ Appa o < p1, Appa o < pa,ps >> (3)

On peut visualiser I'équation (1) par le diagramme:

t
1] —2— A
Nils Nilfoty P1
<Nilg o Ty, ids> A
a0 lp,t0, Ax A ppa A
1dy P2
A

Soit (M, m) une F-algebre. Posons, comme on ’a fait précédemment:
moi; = Nilpy: 1 — M

moiy=0ney: N —>M

moiz = Appy : M X M — M

Soit hjps 'unique homomorphisme de (A, a) dans (M, m).
hyr vérifie les égalités:

hyoa=mo F(hy)

Les trois dernieres égalités proviennent des propriétés du foncteur somme. Tout cela est
résumé sur le diagramme:
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1 F(M) M
N i3
id, MxM F(ha) hat
idv| | haxhy
1 a F(A) ¢ A
N —1*" 3
AxA

On en déduit les égalités suivantes:

hMONilA :NZZM (
har o Oney = Oneyy (M2)
har o Appa = Appar o (har % har)  (

En effet:

hayro Nily = hpyyoaoiy =mo F(hy)oip =moiy = Nily

haroOney = hpyyoaoiy =mo F(hy)ois =moiy = 0Oney

haro Appa = hpyroaoiz=mo F(hy)oig=moigo (hy X hy) = Appar o (har X hay)

Supposons que (M, m) satisfait les équations, c’est-a-dire: pour toute équation (f = g),
on a: hMof:h,Mog

Si on suppose de plus que hys est un homomorphisme surjectif ((M, m) algebre engendrée),
on a:

AppM o< Nily o tM,ZdM > = udy (1’)
AppM o< ZdM, Nilpyroty > = idyy (2’)
Appyr o < Appy o < p1,p2 >,p3 > = Appu © < p1, Appa © < pa,p3 >>  (3)
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Montrons seulement I’égalité (1'):

L4l

4 U

haro Appa o < Nilyota,idya > = hyy ((M,m) vérifie I'équation (1))
Apparo (hyr X hpr) o < Nilgoty,ida > = hy (M3)
Apparo < hpyro Nilgota, hyroidy > = hy (Propriété du produit)
AppMO<NilMOtA,hM>: has (M].)
Apppyr o < Nilyy oty o hyyyidy o hpyy > = hy (ta = tpy 0 hy car

la fleche A — 1 est unique)
Appyr o < Nilps oty idy >0 hy = hy (Propriété du produit)
Appar o < Nilyr oty idy > = idy (has surjectif)

Remarquons que si les trois égalités (1'), (2), et (3') sont vérifiée, alors (M, m) satis-
fait les trois équations (méme si hy n’est pas surjectif).

On a vu dans ce chapitre qu’il y a une algebre initiale dans la catégorie des F-algebres qui
satisfont les trois équations: (A* a*). Cette algebre modélise le type des listes d’entiers.

Définissons une autre algebre (R, ) par:

o R=A*
o r: 14+ N+ A" x A* — A*

7"07:1 :NilA* :NZlR
r o1y = Oney = Oneg
roiz = Appa- o < p2,p1 >= Appr

On montre que (R, r) satisfait les équations.

Il suffit de montrer que:

1.
2.
3.

AppR o< Nilgo tR,idR > = 1dp
APPR o< idR,NilR otr > = idg
Appr o < Appr o < p1,p2 >,p3 > = Appr o < p1, Appr © < pa,p3 >>

1. Appr o < Nilgotg,idgr > =

Appa- 0 <pa,p1 >0 < Nilg- oty idyg- > =
Appa- 0 < py o < Nilg« otp,ida >,p1 0 < Nilg« otpe,idg >> =
AppA* o< idA*,NilA* OtA* > = idA*

De meéme:
Appgr o < idp, Nilgotp > =
AppA* o < Nily- OtA*,idA* > = id g~

Transformons la partie gauche:

Appr o < Appr o < pi,p2 >,p3 > =

Appa- 0 < pg,p1 >0 < Appr o <p1,p2 >,p3 > =
Appa- o < ps, Appr © < p1,p2 >> =

Appa- o < p3, Appa- © < pz,p1 >0 < p1,p2 >> =
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Appa- o < p3, Appa- o < pa,p1 >>

Transformons de méme la partie droite:

Appr o < p1, Appr © < pa,p3 >> =

Appa- © < pz,p1 > o < p1, Appr © < pa,p3 >>
Appa- o < Appr o < pz,p3 >,p1 > =

Appa- o < Appa- 0 < pg,p1 >0 < pa,p3 >,p1 > =
Appa- o < Appa- o < p3,pa >,p1 >

De plus, (A%, a*) satisfait les équations donc:
Appa- o < Appa- © < p1,p2 >,p3 > = Appa- o < p1, Appa- 0 < pa,p3 >> =
Appa- o < Appa- 0 < p1,p2 >,p3 > 0 < p3, P2, p1 > =

Appa- o < p1, Appa- © < pa,p3 >> 0 < p3, P2, p1 > =
Appa- o < Appa- 0 < p1,p2 > 0 < p3, P2, P1 >,P3 0 < P3, P2, P1 >> =

Appa- 0 < p1 o < p3,p2,p1 >, Appa- 0 < py,p3 > 0 < p3,p2,p1 >> =
Appa- o < Appa- 0 < p3,p2 >,p1 > = Appa- o < p3, Appa- © < pg,p1 >>

d’ou le résultat:
Appr o < Appr © < p1,p2 >,ps > = Appr o < p1, Appr © < p2,ps >>.

Par conséquent, (R,r) est une F-E-algébre. Comme (A* a*) est initiale dans la
catégorie des F-E-algebres, il existe un unique homomorphisme h de (A*, a*) dans (R, ),
c’est-a-dire tel que:

hoa* =roF(h)

Transformons un peu cette égalité:
hoa*=roF(h) &
k=1,2,3: hoa"oiy=roF(h)oi, <

hONilA*:NilR :NilA* (Hl)
hoOneg- = Oner = Oney- (H2)
hoAppa- = Appro (h x h)  (H3)

Transformons la derniere égalité:

ho Appas = Appro (h X h)
= Appa- o <p2,p1 >0 (h x h)
= Appa- o < pyo(h x h),p1o(hxh)>
= Appa- o < hopy,hop > (H3')

C’est homomorphisme h est la fonction reverse, qui "retourne” une liste. En style fonc-
tionnel, cette fonction se programme par:
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nil
one(n)
app(reverse(1l1) ,reverse(12))

reverse nil
reverse one(n)
reverse app(l1,12)

Cela correspond bien aux trois égalités que l'on a obtenues.

On peut montrer que 'on a bien:

hoh =idy-

Pour cela, il suffit de montrer que hoh : A* — A* est un homomorphisme. En effet, id 4-
est également un homomorphisme, et comme (A*, a*) est initiale, cet homomorphisme est
unique. Il suffit donc de montrer que:

hohoa"=a"oF(hoh)

Cette égalité est équivalente aux trois égalités suivantes:

1. hohoNily« = Nily-
2. hohoOney = Oney-
3. hohoAppa = Appa-o ((hoh) x (hoh))

1. hohoNilys =hoNily (d’apreés I’égalité H1)
= Nil- (d’apres ’égalité H1)

2. hohoOness =hoOney (d’apresl'égalité H2)
= One g (d’apres ’égalité H2)

3. hohoApps =hoApps- o < hopy, hop > (égalité H3')
= Appa- o <hopy,hop; >0 <hopy hop, > (égalité H3)

Calculons < hopy,hop; >0 < hopy, hop >:

<hopy,hopy >0 <hopyhop >=

<hopyo<hopy,hop > hopyo<hopy,hop >=

<hohopi,hohopy >=

(hoh) x (hoh)

Par conséquent:
hoho Appa- = Appa-o ((hoh) x (hoh))

h o h est donc bien un homomorphisme, et par conséquent:

hoh =idy-



Conclusion

11 existe différentes approches pour construire des types abstraits: en particulier la spécifi-
cation algébrique et la théorie des domaines, qui offrent des fondements théoriques pour
I’élaboration et la preuve de programmes. Notre travail a consisté a étudier la spécification
de types abstraits dans le cadre catégoriel de Plotkin, Smyth et Wand, en essayant
d’appliquer certaines idées issues de la spécification algébrique. Nous avons notamment
introduit la notion d’équation et d’algebre satisfaisant un ensemble d’équations dans ce
formalisme. Nous avons montré qu’il est possible de définir une algebre initiale dans la
catégorie des algebres satisfaisant des équations, ce qui permet de donner une sémantique
a des types abstraits non libres.

De nombreux points restent a étudier. D’abord nous n’avons pas montré que cette
définition d’algebre initiale est possible dans les catégories SET et CPOS. Dans SET, la
construction ne devrait pas poser de probleme, puisqu’un coégalisateur est simplement un
quotient par une relation d’équivalence. Par contre, il faudrait montrer que la catégorie
CPOS a des coégalisateurs. Cela doit étre possible en construisant un quotient, puis
en complétant en ajoutant toutes les bornes supérieures de chaines croissantes, ceci afin
d’obtenir un CPO. Il faudrait aussi montrer que tous les foncteurs ”utiles” conservent les
sommes et les coégalisateurs.

D’autre part, nous n’avons donné pratiquement aucune application. Nous avons
uniquement examiné des types abstraits tres simples et des structures de controle triviales.
Il reste maintenant a construire des exemples plus convaincants. On pourrait également
étudier des types abstraits paramétrés, tres utiles en programmation.

Enfin nous avons travaillé dans deux formalismes: spécification algébrique et théorie
des catégories. Nous avons fait quelques comparaisons informelles entre ces deux démar-
ches, et expliqué certaines idées de l'approche catégorielle dans le cadre algébrique. Il
serait intéressant d’analyser de fagon plus systématique le rapport entre ces deux ap-
proches.
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