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R�esum�eLes types abstraits jouent un rôle fondamental en sp�eci�cation des logiciels, puisqu'ilsstructurent l'information, et constituent la base de la construction et v�eri�cation deprogrammes. La d�e�nition de types abstraits est �etudi�ee ici dans deux cadres dif-f�erents: sp�eci�cation alg�ebrique et th�eorie des cat�egories. L'approche cat�egorielledes types abstraits est due �a Plotkin, Smyth et Wand, et est issue de la th�eorie desdomaines. Notre travail a consist�e �a mettre en rapport ces deux m�ethodes de cons-truction de types abstraits, et �a utiliser des id�ees de sp�eci�cation alg�ebrique danscette approche cat�egorielle. Nous avons en particulier introduit la notion d'�equationet d'alg�ebre satisfaisant des �equations. Nous avons montr�e qu'il existe une alg�ebreinitiale dans la classe des alg�ebres qui satisfont un ensemble d'�equations, ce qui per-met de donner une s�emantique �a des types abstraits non libres dans le formalismedes cat�egories.
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IntroductionSp�eci�er un programme consiste �a d�ecrire ce que le programme doit faire, sans pr�ecisercomment sera e�ectu�ee la mise en �uvre. La phase de sp�eci�cation est primordiale dansla conception de logiciels, ne serait-ce que pour donner au programmeur une id�ee claire dutravail �a r�ealiser. Se pose le probl�eme du langage employ�e pour la sp�eci�cation. L'avantaged'un langage formel par rapport �a une langue naturelle, c'est qu'on peut lui donner unes�emantique pr�ecise. Ainsi ces sp�eci�cations peuvent elles-mêmes être trait�ees par desoutils informatiques: on peut ainsi �eventuellement v�eri�er la coh�erence du probl�eme pos�e,v�eri�er que l'impl�ementation r�ealise la sp�eci�cation, ou même g�en�erer automatiquementdu code ex�ecutable.Les structures ou types de donn�ees sont �a la base de la programmation et de lasp�eci�cation formelle, puisque programmer consiste en fait �a �ecrire des fonctions quimanipulent des donn�ees. Un type de donn�ees ne repr�esente pas seulement un ensem-ble de valeurs que peut prendre une variable, mais �egalement un ensemble d'op�erateursqui agissent sur ces donn�ees. En sp�eci�cation, on ne doit pas distinguer deux typesconceptuellement identiques mais dont l'impl�ementation di��ere. Les types sont donc con-sid�er�es comme ind�ependants de leur repr�esentation, et on parle de types abstraits.Les types abstraits peuvent être �etudi�es dans plusieurs cadres th�eoriques. En sp�eci�-cation alg�ebrique, un type abstrait est une alg�ebre initiale. Plus pr�ecis�ement, d�e�nir untype alg�ebrique consiste �a se donner un ensemble de sortes (qui correspondent aux typesdans les langages de programmation courants), et des op�erateurs sur ces sortes. On peut�egalement sp�eci�er des �equations que doivent satisfaire les op�erateurs. Lorsque que lasp�eci�cation d'un type ne comporte pas d'�equation, on parle de type libre (et de type nonlibre dans le cas contraire).Une autre th�eorie permet de sp�eci�er des types abstraits: la th�eorie des domaines.Cette th�eorie provient de recherches en s�emantique d�enotationnelle des langages de pro-grammation. L'id�ee de d�epart, due �a Scott est de d�e�nir des espaces de valeurs (oudomaines) pour d�e�nir ces fonctions s�emantiques. Ces types de donn�ees peuvent êtrer�ecursifs c'est-�a-dire être d�e�nis circulairement: il s'agit typiquement de r�esoudre une"�equation" de domaines de la forme X �= F (X). La th�eorie des domaines a �et�e appliqu�eeen �-calcul pour trouver des mod�eles du �-calcul. Ensuite, Plotkin, Smyth, Wand ontrepris et g�en�eralis�e ces id�ees en se pla�cant dans un cadre cat�egoriel.Dans ce rapport, nous pr�esentons l'approche cat�egorielle de construction de types3



4 SOMMAIREabstraits due �a Plotkin, Smyth et Wand, et nous tentons de la g�en�eraliser �a des typesabstraits non libres.Dans chapitre 1, nous pr�esentons rapidement la d�e�nition de types abstraits par lam�ethode alg�ebrique. Nous expliquons l'int�erêt de la notion d'initialit�e. Nous parlons�egalement d'applications en construction et preuve de programmes.Dans le chapitre 2, nous pr�esentons l'approche cat�egorielle de sp�eci�cation de typesabstraits. Nous rappelons les d�e�nitions utiles de th�eorie des cat�egories. En�n nousd�etaillons un th�eor�eme dû �a Plotkin et Smyth, qui d�e�nit un type abstrait dans le cadrecat�egoriel.Dans le chapitre 3, nous montrons que ce th�eor�eme peut s'appliquer dans deux cat�ego-ries particuli�eres: cat�egorie des ensembles et cat�egorie des ordres partiels complets. Cechapitre consiste essentiellement �a montrer que les hypoth�eses du th�eor�eme de Plotkinet Smyth sont v�eri��ees dans ces deux cat�egories. Cette partie a �et�e �etudi�ee de mani�erebeaucoup plus g�en�erale par Wand.L'approche de Plotkin et Smyth ne permet de sp�eci�er que des types abstraits libres.Dans le chapitre 4, nous introduisons la notion d'�equation et d'alg�ebre satisfaisant des�equations dans le cadre cat�egoriel. Nous montrons l'existence d'une alg�ebre initiale dansla cat�egorie des alg�ebres satisfaisant un ensemble d'�equations, ce qui permet de donnerun s�emantique �a des types abstraits non libres.



Chapitre 1Motivation
1.1 Sp�eci�cationLe d�eveloppement de gros logiciels a montr�e l'importance de la sp�eci�cation: sp�eci�er unprobl�eme consiste �a le d�ecrire sans d�ecider pr�ematur�ement de la fa�con dont il sera r�esolu.Il s'agit de d�etailler les fonctionnalit�es d'un programme, sans forc�ement dire comment lesimpl�ementer: c'est une description des structures de donn�ees sous forme externe, c'est-�a-dire du point de vue de l'utilisateur. Une sp�eci�cation formelle est une sp�eci�cationpour laquelle on a une s�emantique bien d�e�nie. A partir d'une telle sp�eci�cation, on peutv�eri�er la coh�erence du probl�eme pos�e (c'est-�a-dire savoir si on peut e�ectivement r�esoudrele probl�eme) et quelquefois g�en�erer automatiquement du code ex�ecutable. On distinguela sp�eci�cation ensembliste (VDM, Z sont des exemples de langages de sp�eci�cation en-sembliste), et la sp�eci�cation alg�ebrique, �a laquelle on s'int�eresse plus particuli�erement.Le d�eveloppement de la sp�eci�cation alg�ebrique est dû principalement au groupe ADJ(Goguen, Thatcher, Wagner), et �a Ehrig et Mahr ([GM85], [EM85]).1.2 Approche alg�ebrique des types abstraitsProgrammer consiste essentiellement �a manipuler de l'information. Cette information eststructur�ee sous forme de donn�ees. Les structures ou types de donn�ees sont donc �a labase de la programmation et de la sp�eci�cation. Ehrig et Mahr ([EM85]) d�e�nissent untype de donn�ees comme une collection de domaines de valeurs (dont certains sont appel�esdomaines de base et contiennent des �el�ements de base), et d'op�erations sur ces domaines.De plus, tous les domaines sont des ensembles d�enombrables, et tous les �el�ements desdomaines peuvent être g�en�er�es �a partir des �el�ements de base et des op�erations. Cetted�e�nition correspond �a un type de donn�ees "concret", proche de l'impl�ementation. Ensp�eci�cation, on doit se placer d'un point de vue plus abstrait, moins d�ependant de larepr�esentation du type. Ehrig et Mahr d�e�nissent donc un type abstrait comme uneclasse de types de donn�ees, ferm�ee par renommage des domaines, op�erateurs et �el�ements.D'un point de vue plus pratique, Meseguer et Goguen ([MG85]) font remarquer que5



6 CHAPITRE 1. MOTIVATIONd�e�nir un type abstrait consiste �a regrouper dans un seul module toutes les fonctions ded�e�nition et de manipulation de ce type. L'utilisateur du type de donn�ees ne doit avoir�a sa disposition que des fonctions "abstraites" de traitement de ce type; il ne doit pasutiliser d'op�erations propres �a la repr�esentation choisie. De cette mani�ere, un changement�eventuel de repr�esentation du type ne concerne qu'une partie tr�es localis�ee du programme(le module dans lequel on a regroup�e tout ce qui d�e�nit ce type).1.2.1 Alg�ebres multi-sortesLes types abstraits sont repr�esent�es par des alg�ebres multi-sortes. L'utilisation des alg�ebresmulti-sortes est motiv�ee par l'analogie entre type de donn�ees et alg�ebre: les sortes repr�e-sentent les domaines de valeurs, et les op�erations sur les sortes sont les fonctions entre lesdomaines de valeurs.Les d�e�nitions qui suivent sont tir�ees de [MG85]. Etant donn�e un ensemble S desortes, un ensemble index�e par S (ou S-ensemble) est une famille d'ensembles As pourchaque s 2 S. Les �el�ements de As sont les �el�ements de sorte s.D�e�nition: signatureUne signature � est d�e�nie par:� un ensemble de sortes S� un ensemble OP d'op�erateurs index�e par S� � S.Soit un op�erateur f de sorte ((s1; s2; � � � sn); s) 2 S��S. On note: f : (s1; s2; � � � sn)!s. On utilise cette notation parce que f sera ensuite interpr�et�e comme une fonction quiprend un argument de "type" (s1; s2; � � � ; sn), et retourne un argument de "type" s.Un exemple tr�es classique de signature est la signature Nat:S = fnatgOP = f0; sg0: -> nats: nat -> natD�e�nition: alg�ebreSoit une signature �. D�e�nir une alg�ebre sur � consiste �a interpr�eter les sortes par desensembles, et les op�erateurs par des fonctions entre ces ensembles. Plus formellement,une �-alg�ebre A est d�e�nie par:� Pour chaque sorte s 2 S, on a un ensemble As. As est le domaine d'interpr�etationde s.



1.2. APPROCHE ALG�EBRIQUE DES TYPES ABSTRAITS 7� Pour chaque op�erateur f : (s1; s2; � � � ; sn) ! s 2 OP , on donne une fonctiond'interpr�etation fA : As1 � As2 � � � � Asn ! As.Exemples classiques d'alg�ebres sur la signature Nat:� L'alg�ebre des entiers naturels:La sorte nat est interpr�et�ee comme l'ensemble des entiers naturels IN .L'interpr�etation de 0: -> nat est l'entier naturel 0 2 IN .L'interpr�etation de s: nat -> nat est la fonction successeur dans les entiers na-turels: succ : IN ! IN .� L'alg�ebre des entiers modulo 2:L'interpr�etation de nat est l'ensemble Z/2Z = f0; 1g.L'interpr�etation de 0: -> nat est 0 2 Z/2Z.L'interpr�etation de s: nat -> nat est la fonction successeur succ : Z/2Z !Z/2Z.D�e�nition: homomorphisme d'alg�ebreSoit deux �-alg�ebres A et B. Un homomorphisme h de A vers B est une famille defonctions fhs : As ! Bs; s 2 Sg, telle que:8f : (s1; s2; � � � ; sn)! s 2 OP; 8ai 2 Asi (i = 1; � � � ; n) :hs(fA(a1; a2; � � � ; an)) = fB(hs1(a1); hs2(a2); � � � ; hsn(an))Un homomorphisme est une fonction qui �a tout �el�ement de sorte s deA associe un �el�ementde sorte s de B, et qui conserve la structure des �el�ements des deux alg�ebres.D�e�nition: alg�ebre des termesSoitX un S-ensemble de variables. L'ensemble des termes T�[X] est un S-ensemble: pourchaque sorte s 2 S, l'ensemble T�[X]s des termes de sorte s est le plus petit ensemble telque:� x 2 Xs ) x 2 T�[X]s� c :! s 2 OP ) c 2 T�[X]s� f : (s1; s2; � � � ; sn)! s; ti 2 T�[X]si; i = 1; � � � ; n) f(t1; t2; � � � ; tn) 2 T�[X]sL'ensemble T�[X] est muni d'une structure d'alg�ebre:� L'interpr�etation d'une sorte s 2 S est T�[X]s.



8 CHAPITRE 1. MOTIVATION� L'interpr�etation d'un op�erateur f : (s1; s2; � � � ; sn)! s 2 OP est la fonction:fT : T�[X]s1 � T�[X]s2 � � � � � T�[X]sn ! T�[X]s(t1; t2; � � � ; tn) 7! f(t1; t2; � � � ; tn)T� = T�[;] est l'ensemble des termes ferm�es sur �.L'alg�ebre T�[X] est libre dans la classe des �-alg�ebres:Soit l'inclusion i : X ! T�[X]. Soit une alg�ebre A. Soit une a�ectation aff : X ! A, qui�a tout �el�ement de Xs associe un �el�ement de As.Il existe un unique homomorphisme aff : T�[X]! A qui �etend aff �a T�[X], c'est-�a-diretel que: aff � i = aff .D�e�nition: alg�ebre initialeUne alg�ebre I est initiale dans une classe de �-alg�ebres, si pour toute �-alg�ebre A decette classe, il existe un unique homomorphisme hA de I vers A.L'alg�ebre des termes ferm�es T� est initiale: pour toute alg�ebre A, il existe un uniquehomomorphisme de T� vers A.Deux alg�ebres initiales sont isomorphes.EquationsEtant donn�e une signature �, T� repr�esente un type abstrait libre: T� est l'ensemble desvaleurs que peut prendre un �el�ement de ce type. Aucune contrainte n'est impos�ee surles fonctions qui manipulent ces �el�ements. En sp�eci�cation alg�ebrique, on peut sp�eci�erdes �equations que ces fonctions doivent satisfaire. Certains types abstraits comme le typeensemble d'entiers ne peuvent pas être sp�eci��es sans �equations.On �xe un ensemble de variables X. Une �equation consiste en deux termes t1; t2 2 T�[X].Cette �equation est not�ee (t1 = t2). On dit qu'une alg�ebre A satisfait l'�equation (t1 = t2)si pour toute a�ectation aff : X ! A; aff(t1) = aff(t2):Etant donn�e un ensemble E d'�equations, une �-alg�ebre A est une �-E-alg�ebre si Asatisfait toutes les �equations de E.Exemple:Pour la signature Nat, on consid�ere l'�equation:s(s(s(s(x)))) = x.(L'ensemble des variables est ici: X = fxg)Les alg�ebres Z/2Z, Z/4Z sont des �-E-alg�ebres. IN n'est pas une �-E-alg�ebre.



1.2. APPROCHE ALG�EBRIQUE DES TYPES ABSTRAITS 9Alg�ebre quotientSoit un ensemble d'�equations E. Soit �E la plus petite congruence telle que: pour toute�equation (t1 = t2) 2 E, pour toute a�ectation aff : X ! T�[X], aff (t1) �E aff(t2).Autement dit, �E est la plus petite relation telle que:� 8(t1 = t2) 2 E; 8aff : X ! T�[X] : aff(t1) �E aff(t2)� 8t 2 T�[X] : t �E t� 8t1; t2 2 T�[X] : t1 �E t2 ) t2 �E t1� 8t1; t2; t3 2 T�[X] : t1 �E t2; t2 �E t3 ) t1 �E t3� 8f : (s1; s2; � � � ; sn)! s; 8t1; t01; � � � ; tn; t0n 2 T�[X] :8i 2 f1; � � � ; ng; ti �E t0i ) f(t1; t2; � � � ; tn) �E f(t01; t02; � � � ; t0n)On consid�ere l'ensemble quotient T�[X]=�E. Cet ensemble a une structure d'alg�ebre,appel�ee ici Q:Une sorte s 2 S est interpr�et�ee par l'ensemble des classes d'�equivalence des termes desorte s : Qs = f[t]; t 2 T�[X]sg:Soit f : (s1; s2; � � � ; sn)! s 2 OP .fQ est d�e�ni par:fQ : Qs1 �Qs2 � � � � �Qsn ! Qs([t1]; [t2]; � � � ; [tn]) 7! [f(t1; t2; � � � ; tn)]Cela d�e�nit bien une fonction car:8f : (s1; s2; � � � ; sn)! s; 8t1; t01; � � � ; tn; t0n 2 T�[X] :8i 2 f1; � � � ; ng; ti �E t0i ) f(t1; t2; � � � ; tn) �E f(t01; t02; � � � ; t0n)L'alg�ebre T�[X]=�E est libre dans la classe des �-E-alg�ebres.L'alg�ebre T�=�E est initiale dans la classe des �-E-alg�ebres.1.2.2 S�emantique initialeIl est naturel de repr�esenter un type abstrait par une alg�ebre, parce qu'un type et unealg�ebre ont la même structure: les sortes sont des ensembles de valeurs, et les op�erationssont des fonctions entre ces ensembles. La s�emantique pr�ecise d'un type abstrait d�e�nipar une signature � et un ensemble d'�equations E est la classe des alg�ebres initiales parmiles �-E-alg�ebres. Le choix de cette s�emantique est motiv�e par deux remarques:� On peut construire tous les �el�ements d'une alg�ebre initiale �a partir des constantes etdes op�erateurs de l'alg�ebre. Elle contient donc le nombre minimal d'�el�ements. Celapermet de raisonner par induction sur la structure des termes. Cette propri�et�e estr�esum�ee par l'expression "no junk" ("pas de superu": l'alg�ebre ne contient pas determes autres que ceux auquels on s'int�eresse).



10 CHAPITRE 1. MOTIVATION� Si deux �el�ements sont �egaux, on peut le prouver en utilisant les �equations: aucunepropri�et�e suppl�ementaire n'a �et�e introduite par rapport �a celles sp�eci��ees par les�equations. Une alg�ebre initiale est une alg�ebre qui satisfait le nombre minimald'�equations. Cette propri�et�e est r�esum�ee par l'expression "no confusion".La s�emantique du type abstrait est la classe des alg�ebres initiales parmi les �-E-alg�ebres.Cette classe est la classe des alg�ebres isomorphes �a T�=�E. T�=�E repr�esente uneimpl�ementation du type abstrait. Prendre pour s�emantique d'un type abstrait toute laclasse des alg�ebres initiales revient �a dire que la signi�cation du type est ind�ependante desa repr�esentation.1.2.3 ExemplesOn va donner quelques exemples simples de sp�eci�cations de types abstraits.Entiers naturels avec fonctions successeur et additionSignature:0: -> nats: nat -> nat+: (nat,nat) -> natEquations:0+y = ys(x)+y = s(x+y)Dans cette exemple, la fonction d'addition + est en fait enti�erement d�etermin�ee par les�equations, et tout terme de T�=� admet un repr�esentant qui ne contient pas l'op�erateur+Listes d'entiersSignature:nil: -> listecons: (nat,liste) -> listeIci, le type liste est libre. On peut ajouter la fonction de concat�enation append:append: (liste,liste) -> listeappend(nil,l) = lappend(cons(n,l),m) = cons(n,append(l,m))On peut faire la même remarque que pour les entiers naturels: on peut toujours r�eduireune liste �a un terme qui ne contient pas de append.



1.2. APPROCHE ALG�EBRIQUE DES TYPES ABSTRAITS 11Encore des listes d'entiersOn peut sp�eci�er les listes d'entiers naturels d'une autre fa�con: une liste est soit la listevide (nil), soit une liste �a un �el�ement (one(n)), soit la concat�enation de deux listes(append).Signature:nil: -> listeone: nat -> listeappend: (liste,liste) -> listeEquations:append(nil,x) = xappend(x,nil) = xappend(append(x,y),z) = append(x,append(y,z))Dans cet exemple, on ne peut pas �eliminer la fonction append de tous les termes.Multi-ensemble d'entiersSignature:vide: -> mensins: (nat,mens) -> mensEquations:ins(x,ins(y,m)) = ins(y,ins(x,m))T�=�E est l'alg�ebre qui repr�esente le type abstrait des multi-ensembles d'entiers. Onconsid�ere une autre alg�ebre A sur cette signature:L'interpr�etation de nat et mens est l'ensemble des entiers naturels IN .L'interpr�etation de vide est 0 2 IN .L'interpr�etation de ins est l'addition: + : IN � IN ! IN .Comme l'addition est associative, l'alg�ebre A satisfait l'�equation:ins(x,ins(y,m)) = ins(y,ins(x,m))A est donc une �-E-alg�ebre.T�=�E est initiale dans la cat�egorie des �-E-alg�ebres, donc il existe un unique homo-morphisme h de T�=�E vers A. Autrement dit, il existe un unique h tel que:h: mens -> nath(vide) = 0h(ins(x,m)) = x+h(m)Cette fonction h calcule la somme des �el�ements d'un multi-ensemble d'entiers. On re-connait ici un style de programmation fonctionnelle. Cependant, comme le type multi-ensemble est un type non libre, l'existence et l'unicit�e d'une telle fonction ne sont pas�evidentes.



12 CHAPITRE 1. MOTIVATIONEnsemble d'entiersPour sp�eci�er un ensemble d'entiers, il su�t de reprendre la sp�eci�cation d'un multi-ensemble et d'ajouter une �equation qui indique qu'ins�erer deux fois le même �el�ement dansun ensemble revient �a l'ins�erer une seule fois.vide: -> ensins: (nat,ens) -> ensins(x,ins(y,e)) = ins(y,ins(x,e)) (1)ins(x,ins(x,e)) = ins(x,e) (2)Si on veut calculer la somme des �el�ements d'un ensemble, on peut être tent�e d'�ecrire lamême fonction h que pr�ec�edemment:h: ens -> nath(vide) = 0 (H1)h(ins(x,m)) = x+h(m) (H2)Cette d�e�nition n'est pas correcte: en e�et, on a par exemple:ins(1,ins(1,vide)) = ins(1,vide)h(ins(1,ins(1,vide))) = 1+h(ins(1,vide))= 1+1+h(vide)= 1+1+0= 2h(ins(1,vide)) = 1+h(vide)= 1+0= 1On aboutit donc �a une contradiction: 1 = 2.Cela provient du fait que l'alg�ebre A ne satisfait pas l'�equation (2). En e�et, pourx; e 2 IN , l'�egalit�e x+ x+ e = x + e n'est pas valide. A n'est donc pas une �-E-alg�ebre,et ici il n'existe pas de fonction h qui satisfait les deux �egalit�es (H1) et (H2).1.3 Autres approches des types abstraitsLa sp�eci�cation de types abstraits �a l'aide d'alg�ebres pr�esente un inconv�enient: l'interpr�e-tation d'une sorte est un ensemble, et l'interpr�etation d'un op�erateur une application, cequi ne permet pas de mod�eliser tous les comportements des objets informatiques. En par-ticulier, on ne peut pas repr�esenter de fonctions partielles ou la non-terminaison d'un pro-gramme. En s�emantique des langages de programmation, par exemple, on utilise souventdes ordres partiels complets (CPO), qui permettent de repr�esenter les di��erentes �etapesd'un calcul comme une s�equence d'objets contenant une quantit�e croissante d'information.



1.4. APPLICATION EN PROGRAMMATION 13Il existe d'autres th�eories qui permettent de sp�eci�er des types abstraits en tenantcompte de ces probl�emes. Il est possible de g�en�eraliser l'approche alg�ebrique en in-terpr�etant les sortes par des CPO, et les op�erateurs par des fonctions continues entre CPO([Wec92]). On peut �egalement se placer dans un cadre cat�egoriel, comme pour la th�eoriedes esquisses (cf [BW91], [DR91]). Toujours dans un cadre cat�egoriel, les travaux deScott, Plotkin, Smyth, Wand permettent �egalement de d�e�nir des types abstraits. Cetteapproche est issue des travaux de Scott sur les mod�eles du �-calcul et sur la recherche desolutions �a l'"�equation" D �= [D! D]. Elle consiste �a d�e�nir des types abstraits �a l'aided'"�equations" de domaines. (Cette construction est pr�esent�ee dans le chapitre 2).1.4 Application en programmationLa sp�eci�cation de types abstraits est �a la base de la programmation. Dans cette par-tie, nous donnons quelques indications bibliographiques d'applications en construction etv�eri�cation de programmes.On observe que la d�e�nition de fonctions simples est fond�ee sur la structure du type del'argument ou du type du r�esultat de ces fonctions. Autrement dit, beaucoup de fonctionspeuvent être consid�er�ees comme des homomorphismes entre deux alg�ebres ad�equates.Von Henke ([Hen75]) est peut-être le premier �a avoir eu l'id�ee de programmer desfonctions �a l'aide d'homomorphismes. Son approche est bas�ee sur la d�e�nition de typesabstraits �a partir d'�equations de domaines, et il utilise le langage de Milner LCF pourrepr�esenter types et fonctions.Plus r�ecemment, Malcolm ([Mal89],[Mal90]), Jeuring ([Jeu91]), Meijer, Fokkinga etPaterson ([MFP91]) ont d�evelopp�e l'id�ee de programmation structur�ee par les types dedonn�ees d'une fa�con plus formelle et syst�ematique. Tous ces articles ont pour point ded�epart ce qu'on appelle le formalisme de Bird-Meertens. Malcolm d�e�nit ce formalisme:"ce formalisme consiste en des notations fonctionnelles tr�es consises, et en un petit nom-bre de th�eor�emes remarquablement puissants pour prouver des �egalit�es entre fonctions"([Mal90]). Au d�epart, Bird et Meertens se sont concentr�es sur le type des listes, puis lesth�eor�emes ont �et�e �etendus �a d'autres types de donn�ees.Pour prouver des �egalit�es entre fonctions, Bird utilise le th�eor�eme de promotion. Dansle cadre de la sp�eci�cation alg�ebrique, ce th�eor�eme d�ecoule directement de l'initialit�e del'alg�ebre qui repr�esente le type abstrait. Avec les notations alg�ebriques, cela donne:Soit deux alg�ebres A et B. Soit hA : T� ! A et hB : T� ! B les deux uniques homomor-phismes de T� vers A et B. Soit f : A! B. On a:f est un homomorphisme ) f � hA = hBMalcolm d'une part, et Meijer, Fokkinga, Paterson d'autre part, proposent une g�en�era-lisation du travail initial de Bird et Meertens, a�n d'obtenir des th�eor�emes pour des typesde donn�ees quelconques. Pour cela, ils se placent dans le cadre de la th�eorie des cat�egories.Le cadre th�eorique de Meijer, Fokkinga et Paterson est fourni par les travaux dePlotkin, Smyth et Wand ([SP77], [Wan79]): les types abstraits sont d�e�nis comme des



14 CHAPITRE 1. MOTIVATIONplus petits points �xes d'endofoncteurs dans une cat�egorie. Cette construction est uneg�en�eralisation pour les cat�egories du th�eor�eme du point �xe de Tarski dans des ordrespartiels complets. Cette construction est explicit�ee dans le chapitre 2.Il y a des di��erences entre l'approche de Meijer, Fokkinga et Paterson, et l'approchede Malcolm:� Malcolm travaille dans la cat�egorie des ensembles SET, alors que Meijer, Fokkingaet Paterson travaillent dans la cat�egorie CPO des ordres partiels complets avecfonctions continues. Malcolm ne peut donc pas d�e�nir de structures in�nies (quipeuvent être obtenues dans la cat�egorie CPO comme bornes sup�erieures d'objets�nis). Par contre, par un r�esultat de dualit�e, Malcolm peut construire des typesin�nis comme coalg�ebres terminales dans la classe des coalg�ebres. Cette constructionne d�e�nit pas de nouveaux types dans la cat�egorie CPO.� Chez Malcolm, la propri�et�e d'initialit�e est fondamentale: c'est �a partir de cettepropri�et�e que sont d�eriv�es tous les th�eor�emes, en particulier le th�eor�eme de promo-tion. Chez Meijer, Fokkinga et Paterson, l'initialit�e ne joue aucun rôle: les typesabstraits sont d�e�nis comme chez Malcolm (en se pla�cant dans la cat�egorie CPOau lieu de se placer dans SET). Toutes les fonctions int�eressantes sont ensuitesconstruites comme des plus petits points �xes de fonctions dans des ordres partielscomplets. Toutes les th�eor�emes qui sont alors d�eriv�es proviennent des propri�et�esde cet op�erateur de plus petit point �xe dans les CPO, et non de l'initialit�e d'unecertaine alg�ebre.Nous n'entrons pas dans les d�etails maintenant, d'une part parce qu'il faudrait in-troduire beaucoup de notations, d'autre part parce que nous allons en pr�esenter lesfondements th�eoriques dans les deux prochains chapitres. Nous reviendrons donc surles di��erences entre ces deux approches en 3.4.Le cadre th�eorique de Plotkin, Smyth et Wand ne permet pas de d�e�nir des typesabstraits non libres, (c'est-�a-dire dont la sp�eci�cation comporte des �equations). L'id�eede ce travail est de mettre en rapport les approches alg�ebrique et cat�egorielle. Dansle cadre cat�egoriel, l'�equivalent d'une signature est un endofoncteur, et il est possibled'introduire des �equations, a�n de sp�eci�er des types abstraits non libres. Nous montronsdans le chapitre 4 qu'il existe une alg�ebre initiale dans la cat�egorie des alg�ebres satis-faisant un ensemble d'�equations. Cela donne le moyen de d�e�nir des fonctions �a l'aided'homomorphismes, et de prouver des propri�et�es sur ces fonctions.D'autres approches permettent de d�e�nir des types abstraits non libres. En th�eorie desesquisses, on peut �ecrire des �equations logiques (cf 4.5). D'autre part, Wechler ([Wec92])introduit des in�equations dans le cadre de la sp�eci�cation alg�ebrique avec alg�ebres or-donn�ees, ce qui semble repr�esenter une extension par rapport �a la notion d'�equation.



Chapitre 2Approche cat�egorielle
2.1 IntroductionDans ce chapitre, on se propose d'�etudier les types abstraits dans le formalisme descat�egories. Ces travaux sont dus essentiellement �a Scott, Plotkin, Smyth et Wand. Cetteth�eorie est issue de th�eorie des domaines et de recherche de mod�eles pour le �-calculr�ealis�ees par Scott. Plotkin, Smyth et Wand ont ensuite utilis�e et g�en�eralis�e ces id�eespour d�e�nir des types abstraits dans le cadre des cat�egories.Le formalisme des cat�egories permet d'�etudier les types abstraits d'une mani�ere plusglobale: On d�e�nit un type abstrait comme une construction dans une cat�egorie poss�edantcertaines propri�etes. Cette construction peut alors s'appliquer dans di��erentes cat�egories:par exemple dans la cat�egorie des ensembles, ou dans une cat�egorie de CPO.Les deux concepts de base en th�eorie des cat�egories sont l'objet et la �eche. Dansla cat�egorie des ensembles, un objet repr�esente un ensemble et une �eche repr�esente uneapplication entre deux ensembles. L'id�ee centrale de ce formalisme est que toutes lespropri�et�es int�eressantes s'expriment avec les �eches. En informatique, et plus particu-li�erement pour l'�etude des langages fonctionnels typ�es, les objets repr�esentent les types etles �eches les fonctions entre deux types. Dans ces langages, tout est d�e�ni en termes defonctions. Le formalisme des cat�egories s'applique donc naturellement puisque tous lesraisonnements se font sur les �eches.En�n, le formalisme des cat�egories utilise des notations tr�es courtes. On peut d�e�nirpar exemple une alg�ebre, un homomorphisme d'alg�ebre de fa�con plus compacte qu'avecl'approche alg�ebrique.Dans ce chapitre, nous pr�esentons d'abord quelques concepts de th�eorie des cat�egories.Ensuite, nous d�e�nissons dans ce formalisme les notions d'alg�ebre et d'homomorphismed'alg�ebre. En�n nous pr�esentons un th�eor�eme de Plotkin et Smyth. Ce th�eor�eme d�e�nitun type abstrait comme le plus petit point �xe d'un endofoncteur, et montre que ce pluspetit point �xe correspond �a une alg�ebre initiale.15



16 CHAPITRE 2. APPROCHE CAT�EGORIELLE2.2 G�en�eralit�es sur les cat�egories2.2.1 Cat�egorieD�e�nition: cat�egorieOn d�e�nit une cat�egorie C de la fa�con suivante:On consid�ere une classe d'objets, not�es A;B;C:::Pour chaque couple d'objets (A;B), on a un ensemble de �eches C(A;B). f 2 C(A;B)est not�e: f : A! B.Pour chaque triplet d'objets (A;B;C), on a une fonction de composition:�: C(B;C)�C(A;B) ! C(A;C)(g; f) 7! g � fC est une cat�egorie si:� 8f : A! B; g : B ! C; h : C ! D; on a:(h � g) � f = h � (g � f) (associativit�e de la composition)� Pour tout objet B, il existe une �eche idB : B ! B telle que:8f : A! B; g : B ! C; on a:idB � f = f et g � idB = g.Exemples de cat�egories:� La cat�egorie SET dont les objets sont les ensembles et les �eches les applicationsentre deux ensembles.� La cat�egorie CPO dont les objets sont les CPO et les �eches les applications con-tinues entre CPO.� La cat�egorie CPOS dont les objets sont les CPO et les �eches les applicationscontinues strictes entre CPO.� Soit une signature �. La classe des �-alg�ebres forme une cat�egorie dont les objetssont les �-alg�ebres et les �eches sont les homomorphismes de �-alg�ebres.Langage fonctionnel en tant que cat�egorie:Soit un langage de programmation fonctionnel typ�e L. On peut lui associer une cat�egorieC: � Les objets de C sont les types de L.� Les �eches f : A ! B de C sont les fonctions d�e�nissables dans le langage L, quiprennent un argument de type A et retournent un argument de type B.On d�e�nit ansi une cat�egorie:



2.2. G�EN�ERALIT�ES SUR LES CAT�EGORIES 17� La composition des �eches dans C, qui correspond �a la composition des fonctionsdans L, est associative.� Pour chaque type de donn�ee, il existe une fonction de L qui retourne son argumentsans le modi�er, donc:Pour tout objet B, il existe une �eche idB : B ! B telle que:8f : A! B; g : B ! C; on a:idB � f = f et g � idB = g.D�e�nition: isomorphismeUne �eche f : A ! B est un isomorphisme s'il existe une �eche g : B ! A telle que:f � g = idB et g � f = idA.Les deux objets A et B sont alors isomorphes.D�e�nition: objet initial, objet terminalUn objet I est initial si pour tout objet A, il existe une �eche unique jA : I ! A.Un objet T est terminal si pour tout objet A, il existe une �eche unique tA : A! T .Deux objets initiaux A et B sont isomorphes:Comme B est initial, il existe un unique jA : B ! A. De même, comme A est initial, ilexiste un unique jB : A! B.La �eche jA � jB : A! A est unique, puisque A est initial, donc jA � jB = idA.La �eche jB � jA : B ! B est unique, puisque B est initial, donc jB � jA = idB.De même, deux objets terminaux sont isomorphes.Exemples� Dans SET, ; est l'objet initial. L'ensemble 1 = f�g est terminal. Tout autreensemble �a un �el�ement est isomorphe �a 1.� Dans CPO, f?g est terminal, mais pas initial.� Dans CPOS, f?g est �a la fois initial et terminal.2.2.2 Foncteurs et bifoncteursD�e�nition: foncteurSoit deux cat�egories C et D. Un foncteur F de C dans D est une fonction qui associe �atout objet A de C, un objet F (A) de D, et �a toute �eche f : A ! B de C, une �echeF (f) : F (A)! F (B) de D, tel que:� 8f : A! B; g : B ! C, on a: F (g � f) = F (g) � F (f)



18 CHAPITRE 2. APPROCHE CAT�EGORIELLE� Pour tout objet A de C, on a: F (idA) = idF (A)Exemples de foncteurs:� Foncteur constant:Soit un objet Z. Le foncteur constant Z� est d�e�ni par:Pour tout objet A, (Z�)(A) = ZPour toute �eche f : A! B, (Z�)(f) = idZ .� Foncteur identit�e:Le foncteur identit�e II est d�e�ni par:Pour tout objet A, II(A) = APour toute �eche f : A! B, II(f) = f .Cat�egorie produit:Etant donn�e deux cat�egories C et C', on peut d�e�nir la cat�egorie produit C � C'. Lesobjets de C � C' sont des couples (A;A0), o�u A est un objet de C et A0 un objet de C'.Les �eches de C � C' sont des couples (f; f 0), o�u f est une �eche de C et f 0 une �echede C'. La composition des �eches est d�e�nie par: (g; g0) � (f; f 0) = (g � f; g0 � f 0).D�e�nition: bifoncteurSoit trois cat�egories C, C' et D. Un bifoncteur y de C et C' dans D est un foncteur deC � C' dans D. On note les bifoncteurs de mani�ere in�x�ee: y(A;A0) est not�e A y A0, ety(f; f 0) est not�e f y f 0.y doit donc v�eri�er le propri�et�es:� Soit A;B;C des objets de C, et A0; B0; C 0 des objets de C'.8f : A! B; g : B ! C; f 0 : A0 ! B0; g0 : B0 ! C 0, on a:(g � f) y (g0 � f 0) = (g y g0) � (f y f 0)� Pour tout objet A de C, et A0 de C', on a:idA y idA0 = idAyA0D�e�nition: endofoncteurUn endofoncteur est un foncteur d'une cat�egorie sur elle-même.2.2.3 Produit et sommeD�e�nition: produit de deux objetsSoit deux objets A et A0 dans une cat�egorie C. Le produit de A et A0 est la donn�ee d'unobjet A� A0 et de deux �eches p : A� A0 ! A et p0 : A� A0 ! A0 tels que:



2.2. G�EN�ERALIT�ES SUR LES CAT�EGORIES 19Pour tout objet C, pour tout f : C ! A et f 0 : C ! A0, il existe une unique �eche� : C ! A� A0 telle que: p � � = f et p0 � � = f 0.A� A0A A0C
���	p @@@Rp0@@@If ����f 0

6�
p : A� A0 ! A et p0 : A� A0 ! A0 sont les projections du produit.� est souvent not�e < f; f 0 >, ou f�f 0.Si cette construction est possible pour tous les objets de la cat�egorie C, on dit que lacat�egorie a des produits.Exemple:Dans la cat�egorie SET, le produit cat�egoriel correspond au produit cart�esien.D�e�nition: produit de deux �echesOn se place dans une cat�egorie ayant des produits. On vient de d�e�nir le produit de deuxobjets, on d�e�nit maintenant le produit de deux �eches.Soit les objets A;B;A0; B0. On consid�ere les produits A� A0 et B � B0.Soit p : A� A0 ! A, p0 : A� A0 ! A0, q : B � B0 ! B, q : B � B0 ! B0 les projectionscorrespondantes.Le produit de deux �eches f : A! B et f 0 : A0 ! B0 est l'unique �eche f �f 0 : A�A0 !B � B0 telle que:q � (f � f 0) = f � p et q0 � (f � f 0) = f 0 � p0.Autrement dit: f � f 0 =< f � p; f 0 � p0 >.A

B
A� A0
B � B0

A0
B0f ? f � f 0? f 0?

p� p0 -
q� q0 -



20 CHAPITRE 2. APPROCHE CAT�EGORIELLER�esultat:� est un bifoncteur.Preuve:Il su�t de montrer que:1. Pour toutes �eches f : A ! B, g : B ! C, f 0 : A0 ! B0 et g0 : B0 ! C 0, on a:(g � f)� (g0 � f 0) = (g � g0) � (f � f 0).2. Pour tout objet A;A0: idA � idA0 = idA�A0.1. Soit p et p0, les projections associ�ees �a A � A0, q et q0, les projections associ�ees �aB �B0, et r et r0, les projections associ�ees �a C � C 0.A
B
C

A� A0
B � B0
C � C 0

A0
B0
C 0

f ?
g ?

f � f 0?
g � g0?

f 0?
g0?

p� p0 -
q� q0 -
r� r0 -Par d�e�nition, (g � f)� (g0 � f 0) est l'unique �eche � telle que:r � � = g � f � p et r0 � � = g0 � f 0 � p0.r � (g � g0) � (f � f 0) = g � q � (f � f 0) (d�e�nition de g � g0)= g � f � p (d�e�nition de f � f 0)De même:r0 � (g � g0) � (f � f 0) = g0 � q0 � (f � f 0) (d�e�nition de g � g0)= g0 � f 0 � p0 (d�e�nition de f � f 0)Par cons�equent: (g � f)� (g0 � f 0) = (g � g0) � (f � f 0).2. Par d�e�nition, idA � idA0 est l'unique �eche telle que:p � (idA � idA0) = p et p0 � (idA � idA0) = p0.idA�A0 satisfait ces deux �egalit�es, donc: idA � idA0 = idA�A0.



2.2. G�EN�ERALIT�ES SUR LES CAT�EGORIES 21Le bifoncteur somme est d�e�ni de fa�con duale par rapport au bifoncteur produit,c'est-�a-dire en retournant toutes les �eches.D�e�nition: somme de deux objetsSoit deux objets A et A0. La somme de A et A0 est la donn�ee d'un objet A + A0 et dedeux �eches i : A! A + A0 et i0 : A0 ! A+ A0 tels que:Pour tout objet C, pour tout f : A ! C et f 0 : A0 ! C, il existe une unique �eche� : A+ A0 ! C telle que: � � i = f et � � i0 = f 0.A+ A0A A0C
����i @@@I i0@@@Rf ���	 f 0?�� est not�e frf 0.Les �eches i et i0 sont appel�ees injections; ce sont e�ectivement des injections au senshabituel dans la cat�egorie SET.Exemple:Dans la cat�egorie SET, la somme cat�egorielle correspond �a l'union disjointe de deuxensembles.L'union disjointe de A et A0 consiste �a "marquer" chaque objet de A et chaque objet deA0, et �a faire l'union:A+ A0 = (f1g � A) [ (f2g � A0).D�e�nition: somme de deux �echesOn se place dans une cat�egorie ayant des sommes. On consid�ere le diagramme suivant:A

B
A+ A0
B +B0

A0
B0f ? f + f 0? f 0?

i - i0�
j - j 0�



22 CHAPITRE 2. APPROCHE CAT�EGORIELLEf + f 0 est l'unique �eche f + f 0 : A+ A0 ! B +B0 telle que:(f + f 0) � i = j � f et (f + f 0) � i0 = j 0 � f 0.Autrement dit: f + f 0 = (j � f)r(j 0 � f 0):R�esultat:+ est un bifoncteur.Autrement dit, on a les �egalit�e suivantes:(g � f) + (g0 � f 0) = (g + g0) � (f + f 0)idA + idA0 = idA+A0Preuve:La preuve est semblable �a celle qui montre que � est un bifoncteur.2.2.4 Limites et colimitesD�e�nition: diagrammeSoit I un ensemble d'index. Un diagramme D dans une cat�egorie C est un graphe dontles n�uds i 2 I sont �etiquet�es par des objets Di de C et les arcs i! j sont �etiquet�es pardes �eches f : Di ! Dj de C.Consid�erer un diagramme D dans une cat�egorie C consiste en fait �a "isoler" certainsobjets de C, et certaines �eches entre ces objets, parce qu'ils poss�edent des propri�et�esparticuli�eres.Un diagramme D est toujours d�e�ni �a partir d'un ensemble I d'index, mais cet ensembleapparait souvent de mani�ere implicite.Image d'un diagramme par un foncteurSoit deux cat�egories C et C'.Soit F :C!C' un foncteur.Soit un diagramme D dans C.L'image de D par F est un diagramme D' dans C', construit sur le même graphe que D.Les n�uds i sont �etiquet�es par les objets F (Di) et les arcs i ! j sont �etiquet�es par les�eches F (f) : F (Di)! F (Dj).Exemple:Soit D le diagramme: a bD0 �! D1 �! D2



2.2. G�EN�ERALIT�ES SUR LES CAT�EGORIES 23L'image de D par F est le diagramme F (D):F (a) F (b)F (D0) �! F (D1) �! F (D2)D�e�nition: côneSoit un diagramme D dans une cat�egorie C. Un cône de D est un objet C de C et unefamille de �eches ffi : C ! Di; i 2 Ig tel que:Pour toute �eche f : Di ! Dj du diagramme D, on a: f � fi = fj.
Di DjC -f��	fi @@Rfj

Remarque:Soit deux cat�egories C et C', et un foncteur F :C!C'. L'image par F d'un cône sur lediagramme D est un cône sur le diagramme F (D).Il faut montrer que (F (C); fF (fi : F (C) ! F (Di); i 2 Ig) est un cône, c'est-�a-dire quepour toute �eche F (f) : F (Di)! F (Dj) de F (D), on a:F (f) � F (fi) = F (fj).f�fi = fj, donc F (f�fi) = F (fj), et donc, comme F est un foncteur: F (f)�F (fi) = F (fj).Cat�egorie des cônes sur un diagrammeOn d�e�nit la cat�egorie Cône(C,D) des cônes sur D:Les objets sont les cônes sur D.Soit deux cônes:Z = (C; ffi : C ! Di; i 2 Ig) et Z 0 = (C 0; fgi : C 0 ! Di; i 2 Ig).Une �eche de Z dans Z 0 est une �eche h : C ! C 0 de C telle que:8i 2 I : gi � h = fi C C 0Di -h@@Rfi ��	 giCône(C,D) est une cat�egorie.



24 CHAPITRE 2. APPROCHE CAT�EGORIELLED�e�nition: limite d'un diagrammeUne limite du diagramme D dans une cat�egorie C est un objet terminal de la cat�egorieCône(C,D).Autrement dit:Une limite du diagramme D est un cône (L; fli : L! Di; i 2 Ig) tel que:Pour tout cône (C; ffi : C ! Di; i 2 Ig), il existe une unique �eche h : C ! L telle que:8i 2 I : li � h = fi. C LDi -h@@Rfi ��	 liOn d�e�nit de fa�con duale un cocône et la colimite d'un diagramme.CocôneSoit un diagramme D dans une cat�egorie C. Un cocône de D est un objet C de C et unefamille de �eches ffi : Di ! C; i 2 Ig tel que:Pour toute �eche f : Di ! Dj du diagramme D, on a: fj � f = fi.
Di DjC -f���fi @@I fj

La classe des cocônes sur un diagramme Cocône(C,D) est une cat�egorie:Les objets de Cocône(C,D) sont les cocônes sur D.Soit deux cocônes:Z = (C; ffi : Di ! C; i 2 Ig) et Z 0 = (C 0; fgi : Di ! C 0; i 2 Ig).Une �eche de Z dans Z 0 est une �eche h : C ! C 0 de C telle que:8i 2 I : h � fi = gi C C 0Di� h@@Ifi ���gi



2.2. G�EN�ERALIT�ES SUR LES CAT�EGORIES 25Colimite d'un diagrammeUne colimite d'un diagramme D est un objet initial de la cat�egorie Cocône(C,D).Le cocône (L; fli : Di ! L; i 2 Ig) est une colimite de D si:Pour tout cocône (C; ffi : Di ! C; i 2 Ig), il existe un unique h : L ! C tel que8i 2 I : h � li = fi. C LDi� h@@Ifi ���liRemarque:La construction d'un produit est en r�ealit�e un cas particulier de limite: le produit de deuxobjets A et B est le cône limite du diagramme (A;B), c'est-�a-dire du diagramme compos�edes objets A et B et ne comportant aucune �eche.De même, la somme de deux objets A et B est le cocône colimite du diagramme (A;B).!-diagrammeUn !-diagramme est un diagrammeD, dont les objets sont index�es par les entiers naturels,et tel qu'il y a une �eche unique fi entre les index i et i + 1.f0 f1 f2D0 �! D1 �! D2 �! D3 � � �La colimite d'un !-diagramme est appel�ee !-colimite.Si dans une cat�egorie, tout !-diagramme a une colimite, on dit que la cat�egorie a des!-colimites.Interpr�etation des !-colimites dans un CPO:On consid�ere un CPO E. E peut être consid�er�e comme une cat�egorie C de la fa�con suiv-ante: Les objets de C sont les �el�ements de E. Il existe une unique �eche entre les objetsA et B de C si et seulement si: A v B, o�u v est l'ordre partiel sur E.Soit un !-diagramme D: f0 f1 f2D0 �! D1 �! D2 �! D3 � � � sur C.Cet !-diagramme correspond �a la chaine croissante D0 v D1 v D2 v :::On a: (A; fai : Di ! A; i 2 INg) est la colimite de D si et seulement si A est la



26 CHAPITRE 2. APPROCHE CAT�EGORIELLEborne sup�erieure de la chaine D0 v D1 v D2 v :::Par cons�equent, la notion d'!-colimite est une g�en�eralisation de la notion de bornesup�erieure dans un CPO sur des classes d'objets poss�edant une structure plus complexequ'un ordre partiel.2.2.5 Foncteur conservant des colimitesD�e�nition:Soit deux cat�egories C et C'.Soit un diagramme D sur C.On suppose que D a un cocône colimite (L; fli : Di ! L; i 2 Ig). Soit F un foncteur deC dans C'.On dit que F conserve la colimite de D si:(F (L); fF (li) : F (Di)! F (L); i 2 Ig) est un cocône colimite du diagramme F(D) dansC'.Interpr�etation dans un CPO:Soit E un CPO, et C la cat�egorie associ�ee �a ce CPO. Soit F un foncteur conservant lescolimites d'!-diagrammes.� F est croissant: soit A et B deux �el�ements de E tels que A v B. 9!f : A ! B,donc on a une �eche F (f) : F (A)! F (B), et donc F (A) v F (B).� F est continu:Soit un !-diagramme D: f0 f1 f2D0 �! D1 �! D2 �! D3 � � � sur C.Soit (L; fli : Di ! L; i 2 INg) la colimite de ce diagramme.Dans E, cet !-diagramme correspond �a la chaine croissante:D0 v D1 v D2 v :::, et on a: L = 1Gi=0Di.F conserve les !-colimites donc (F (L); fF (li) : F (Di) ! F (L); i 2 INg) est uncocône colimite de F (D).Donc F (L) = 1Gi=0F (Di),donc: F ( 1Gi=0Di) = 1Gi=0F (Di), et donc F est continu.2.3 Cat�egorie des F-alg�ebresSoit un endofoncteur F dans une cat�egorie C.



2.3. CAT�EGORIE DES F-ALG�EBRES 27D�e�nition: F-alg�ebreUne F-alg�ebre est un couple (A; a), o�u A est un objet de C et a : F (A) ! A est une�eche de C.Homomorphisme de F-alg�ebreSoit deux F-alg�ebres (A; a) et (B; b). h : A ! B est un homomorphisme de (A; a) dans(B; b) si: h � a = b � F (h):aF (A) �! AF (h) # # hF (B) �! BbCat�egorie des F-alg�ebresOn obtient la cat�egorie (F :C) des F-alg�ebres, dont les objets sont les F-alg�ebres et les�eches les homomorphismes de F-alg�ebre. En e�et:� Pour chaque F-alg�ebre (A; a), idA est un homomorphisme de (A; a) dans (A; a) caridA � a = a � F (idA)De plus idA v�eri�e les axiomes de l'identit�e pour les homomorphismes, puisque idAles v�eri�e pour les �eches de C.� Soit trois F-alg�ebres (A; a), (B; b) et (C; c). Soit h un homomorphisme de (A; a)dans (B; b) et k un homomorphisme de (B; b) dans (C; c). Montrons que k � h estun homomorphisme de (A; a) dans (C; c):(k � h) � a = k � (h � a) (associativit�e de la composition)= k � (b � F (h)) (h homomorphisme)= (k � b) � F (h) (associativit�e de la composition)= (c � F (k)) � F (h) (k homomorphisme)= c � (F (k) � F (h)) (associativit�e de la composition)= c � F (k � h) (F est un foncteur)L'associativit�e de la composition des homomorphismes provient de l'associativit�e dela composition des �eches dans C.ExempleOn se place dans la cat�egorie des ensembles SET.On consid�ere le foncteur F d�e�ni par:� Pout tout ensemble A, F (A) = 1 + A



28 CHAPITRE 2. APPROCHE CAT�EGORIELLE� Pour toute application f : A! B;F (f) : 1 + A! 1 +B = id1 + fOn v�eri�e facilement que F est un foncteur.Soit IN , l'ensemble des entiers naturels, et succ l'op�eration successeur sur les naturels.Soit l'application c1 d�e�nie par:c1 : 1 + IN ! IN(1; �) 7! 0(2; n) 7! succ(n)(IN; c1) est une F-alg�ebre.Soit Z2 = f0; 1g, l'ensemble des entiers modulo 2. Soit succ2, l'application successeurdans Z2.On d�e�nit l'application c2 par:c2 : 1 + Z2 ! Z2(1; �) 7! 0(2; n) 7! succ2(n)(Z2; c2) est une F-alg�ebre.Il existe un unique homomorphisme d'alg�ebre entre (IN; c1) et (Z2; c2).h : IN ! Z2n 7! n mod 2On v�eri�e facilement que h est un homomorphisme, c'est-�a-dire que:h � c1 = c2 � F (h).2.4 Construction de points �xesDans cette section, on se place dans une cat�egorie poss�edant un objet initial. On con-sid�ere un endofoncteur F qui conserve les colimites. On montre qu'on peut construireun point �xe pour F , c'est-�a-dire un objet X tel que X et F (X) sont isomorphes. Cetteconstruction est due �a Plotkin et Smyth ([SP77]), et peut être consid�er�ee comme uneg�en�eralisation du th�eor�eme du point �xe de Tarski pour les fonctions continues dans unCPO.On commence par montrer trois lemmes �el�ementaires, utiles pour d�emontrer le th�eor�emede Plotkin et Smyth.Lemme 1:Soit un diagramme D sur C. Soit Z = (L; fli : Di ! L; i 2 Ig), un cocône colimite deD.Soit a : L!M , et b : L!M .Si 8i 2 I : a � li = b � li alors on a: a = b.



2.4. CONSTRUCTION DE POINTS FIXES 29Preuve:On consid�ere (M; fb � li : Di !M; i 2 Ig).C'est un cocône car:Pour toute �eche f : Di ! Dj, on a: lj � f = li, (Z est un cocône colimite)donc b � lj � f = b � li:Par cons�equent, il existe un unique h : L!M tel que: h � li = b � li.a et b satisfont tous les deux cette propri�et�e, donc a = b.Lemme 2:Soit un diagramme D dans C. Soit IL = (L; f�i : Di ! L; i 2 Ig et IM = (M; f�i : Di !M; i 2 Ig deux cocônes colimites sur D.Alors il existe � : L!M et  :M ! L tels que:� � �i = �i � �i = �i� �  = idM � � = idLPreuve:IL est un cocône colimite deD, IM est un cocône surD, donc il existe un unique � : L!Mtel que: 8i 2 I; � � �i = �iIM est un cocône colimite deD, IL est un cocône surD, donc il existe un unique  :M ! Ltel que: 8i 2 I;  � �i = �iDe plus: 8i 2 I : � �  � �i = � � �i = �i. Donc, d'apres le lemme 1, � �  = idM Demême: 8i 2 I :  � � � �i =  � �i = �i. Donc, d'apr�es le lemme 1,  � � = idL.Lemme 3:Soit un !-diagramme D:�0 �1 �2L0 �! L1 �! L2 �! L3 � � �On suppose que D a un cocône colimite: (L; f�i : Li ! L; i 2 INg).Soit le !-diagramme D', obtenu �a partir de D en supprimant L0:�1 �2 �3L1 �! L2 �! L3 �! L4 � � �Alors D' a un cocône colimite qui est: (L; f�i : Li ! L; i > 0g).



30 CHAPITRE 2. APPROCHE CAT�EGORIELLEPreuve:D'abord, (L; f�i : Li ! L; i > 0g) est bien un cocône sur D'.Il faut montrer que pour tout cocône (M; f�i : Li ! M; i > 0g), il existe un unique� : L!M tel que: 8i > 0 : � � �i = �i.On pose: �0 = �1 � �0.Existence: (M; f�i : Li ! M; i 2 INg) est un cocône sur D, donc il existe un unique� : L!M tel que: 8i 2 IN : � � �i = �i.Ce � satisfait donc: 8i > 0 : � � �i = �i.Unicit�e: Soit �0 : L!M tel que 8i > 0 : �0 � �i = �i.�0 � �1 = �1, donc �0 � �1 � �0 = �1 � �0, et donc �0 � �0 = �0.Par cons�equent, d'apr�es le lemme 1, � = �0.2.4.1 Th�eor�eme (Plotkin, Smyth)On se place dans une cat�egorie C ayant un objet initial L0. Soit F un endofoncteur surC. On construit un !-diagramme de la fa�con suivante:On pose: 8i > 0 : Li+1 = F (Li)Soit �0 l'unique �eche �0 : L0 ! L1.On pose: 8i > 0 : �i+1 = F (�i).On obtient ainsi l'!-diagramme:L = �0 �1 �2L0 �! L1 �! L2 �! L3 � � �Th�eor�eme:On suppose que le diagramme L a un cocône colimite: Z = (L; f�i : Li ! L; i 2 INg).On suppose que F conserve cette colimite.Alors il existe un isomorphisme  : F (L)! L.De plus, l'alg�ebre (L;  ) est initiale dans la cat�egorie (F : C) des F-alg�ebres.Preuve:Le foncteur F conserve la colimite de L, doncZ 0 = (F (L); fF (�i) : F (Li)! F (L); i 2 INg) est un cocône colimite du diagramme:F (�0) F (�1) F (�2)F (L0) �! F (L1) �! F (L2) �! F (L3) � � �Ce diagramme peut se r�e�ecrire en:�1 �2 �3L1 �! L2 �! L3 �! L4 � � �D'apr�es le lemme 3, ce diagramme a pour colimite: Z = (L; f�i : Li ! L; i > 0g).



2.4. CONSTRUCTION DE POINTS FIXES 31D'apr�es le lemme 2, il existe  : F (L)! L, isomorphisme, tel que:8i 2 IN :  � F (�i) = �i+1
L0 L1 L2

L F (L)
-�0 -�1 -�2���������0 6�1 @@@@@@@I�2��������F (�0) 6F (�1)

�  
� � �Montrons que (L;  ) est initial dans la cat�egorie (F :C) des F-alg�ebres, c'est-�a-dire:8� : F (M)!M; 9! � : L!M tel que: � �  = � � F (�). F (L) �! LF (�) # # �F (M) �! M�Existence:Soit �0, l'unique �eche �0 : L0 !M . Soit �i+1 = � �F (�i). On montre par induction que:�i+1 � �i = �i.� �1 � �0 = �0, car L0 est initial.� Supposons que �i � �i�1 = �i�1.�i+1 � �i = � � F (�i) � �i (d�e�nition de �i+1)= � � F (�i) � F (�i�1) (d�e�nition de �i)= � � F (�i � �i�1) (F est un foncteur)= � � F (�i�1) (Hypoth�ese d'induction)= �i (d�e�nition de �i).Donc (M; f�i : Li !M; i 2 INg) est un cocône sur le diagramme:�0 �1 �2L0 �! L1 �! L2 �! L3 � � �Par cons�equent, comme Z est un cocône colimite sur ce diagramme, il existe un unique� : L!M tel que: 8i 2 IN : � � �i = �i.D'autre part, Z = (F (L); fF (�i) : F (Li) ! F (L); i 2 INg) est un cocône colimite,donc d'apr�es le lemme 1:



32 CHAPITRE 2. APPROCHE CAT�EGORIELLE8i 2 IN; � �  � F (�i) = � � F (�) � F (�i) ) � �  = � � F (�).Il su�t donc de montrer que 8i 2 IN; � �  � F (�i) = � � F (�) � F (�i)� �  � F (�i) = � � �i+1 (propri�et�e de  )= �i+1 (d�e�nition de �)= � � F (�i) (d�e�nition de �i+1)= � � F (� � �i) (d�e�nition de �)= � � F (�) � F (�i) (F est un foncteur)Unicit�e:On montre que: � �  = � � F (�) ) 8i 2 IN : � � �i = �i.Comme il existe un unique � poss�edant cette propri�et�e, � est unique.Par induction sur i:� L0 est initial, donc il existe une �eche unique L0 !M , donc � � �0 = �0.� On suppose � � �i = �i.� � �i+1 = � �  � F (�i) (propri�et�e de  )= � � F (�) � F (�i) (hypoth�ese)= � � F (� � �i) (F est un foncteur)= � � F (�i) (hypoth�ese d'induction)= �i+1 (d�e�nition de �i+1)2.4.2 Rapport avec le th�eor�eme du point �xe de TarskiSoit E un CPO. On consid�ere E comme une cat�egorie. L'objet initial de E est le pluspetit �el�ement ?. Soit F un foncteur conservant les !-colimites: C'est une applicationcontinue de E dans E.Dans un CPO, tout !-diagramme a une colimite (puisque toute chaine croissante a uneborne sup�erieure).On pose L = 1Gi=0F i(?).Le th�eor�eme de Plotkin et Smyth dit:� L = F (L), c'est-�a-dire que L est un point �xe de F .� Si M est tel que F (M) v M , alors L v M . (La propri�et�e d'initialit�e dans lacat�egorie des F-alg�ebres correspond �a la propri�et�e de plus petit point �xe.)



Chapitre 3Application dans les cat�egoriesCPO et SET
3.1 IntroductionOn a pr�esent�e dans le chapitre pr�ec�edent le th�eor�eme de Plotkin et Smyth. Dans cechapitre, on applique ce th�eor�eme dans deux cat�egories: la cat�egorie des ordres par-tiels complets CPO et la cat�egorie des ensembles SET. Il s'agit de v�eri�er que leshypoth�eses du th�eor�eme sont satisfaites. Pour cela, Wand a introduit le concept d'O-cat�egorie ([Wan79]), c'est-�a-dire de cat�egories dont les ensembles de �eches entre deuxobjets sont des ordres partiels complets. Plutôt que de pr�esenter tout ce formalisme, nousappliquons ces id�ees dans la cat�egorie CPO. Ensuite nous nous pla�cons dans la cat�egorieSET, o�u les r�esultats d�emontr�es dans CPO s'appliquent assez facilement. Dans SET,lorsqu'on consid�ere des foncteurs polynomiaux, on retrouve la d�e�nition des types ab-straits alg�ebriques.3.2 Types abstraits dans CPOPour appliquer le th�eor�eme de Plotkin et Smyth, deux probl�emes se posent: il faut exa-miner dans quelles conditions un !-diagramme a une colimite. Scott a montr�e que sitoutes les �eches du !-diagramme sont des plongements, le diagramme a une colimite. Lesecond probl�eme est l'absence d'�el�ement initial dans CPO. La solution est d'appliquer laconstruction de point �xe dans la cat�egorie CPOS des CPO avec les fonctions continuesstrictes. Dans cette cat�egorie le CPO �a un �el�ement f?g est initial.3.2.1 Quelques rappels sur les CPOD�e�nition: ordre partiel complet (CPO)Un ensemble A muni d'une relation d'ordre partielle v est un CPO si:33



34 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SET� Il existe un plus petit �el�ement, not�e ?A (ou plus simplement: ?).8a 2 A : ?Av a.? repr�esente la quantit�e minimale d'information qu'une fonction peut renvoyer;cette quantit�e d'information est minimale lorsque la fonction ne termine pas.� Toute chaine croissante x0 v x1 v x2 v ::: d'�el�ements de A a une borne sup�erieure,not�ee 1Gi=0xi.1Gi=0xi est caract�eris�ee par:{ 8i 2 IN : xi v 1Gi=0 xi.{ Soit d 2 A.Si 8i 2 IN; xi v d, alors 1Gi=0 xi v d.La chaine croissante est la quantit�e croissante d'information que repr�esente lesdi��erentes �etapes du calcul. Le r�esultat du calcul est la borne sup�erieure de cettequantit�e d'information.D�e�nition: fonction continueLes fonctions calculables sont repr�esent�ees par des fonctions continues:f : A ! B est continue si pour toute chaine croissante x0 v x1 v x2 v ::: d'�el�ements deA, on a: f( 1Gi=0 xi) = 1Gi=0 f(xi).Cette d�e�nition mod�elise le fait que plus l'argument d'une fonction contient d'information,plus la fonction renvoie d'information. De plus, une fonction ne peut pas renvoyer plusd'information que n'en contiennent toutes les approximations de son argument.Remarque: Toute fonction continue est croissante, c'est-�a-dire: 8a; a0 2 A : a v a0 )f(a) v f(a0).D�e�nition: fonction stricteLa fonction f est stricte si chaque fois que son argument ne termine pas, l'appel de fonc-tion ne termine pas:f : A! B est stricte si: f(?A) =?B.L'ensemble des fonctions continues entre deux CPO est un CPO:Soit deux CPO A et B. On d�e�nit un ordre partiel sur les fonctions continues de A dansB par:



3.2. TYPES ABSTRAITS DANS CPO 35f v g si et seulement si 8a 2 A : f(a) v f(b).On obtient un CPO, not�e [A ! B], dont le plus petit �el�ement est la fonction constante�egale �a ?.Soit f0 v f1 v f2 v ::: une chaine croissante de fonctions continues de A dans B.La fonction 1Gi=0 fi, d�e�nie par: ( 1Gi=0 fi)(a) = 1Gi=0(fi(a)) est la borne sup�erieure def0 v f1 v f2 v � � �Cat�egories CPO et CPOSLa composition de deux fonctions continues est continue. L'identit�e est continue. On adonc une cat�egorie CPO, dont les objets sont les CPO, et les �eches les fonctions conti-nues.De même, la composition de deux fonctions continues strictes est continue stricte. L'iden-tit�e est continue stricte. On a donc une cat�egorie CPOS, dont les objets sont les CPO,et les �eches les fonctions continues strictes.3.2.2 Quelques bifoncteurs dans CPO et CPOSDans ce paragraphe, nous pr�esentons quelques constructions classiques de CPO: produit,somme ... Les notations sont emprunt�ees �a Scott ([SG90]). Par rapport �a la pr�esentationde Scott, nous insistons un peu plus sur l'aspect fonctoriel de ces constructions: �a chaqueconstruction de CPO correspond une construction de fonction continue, les deux con-structions d�e�nissant un foncteur dans CPO ou dans CPOS.Produit cart�esienLe produit cart�esien de deux CPO A et A0 est d�e�ni par:A� A0 = f(a; a0); a 2 A; a0 2 A0g.On a une relation d'ordre partielle sur A� A0:(a; a0) v (b; b0) si et seulement si a v b et a0 v b0.A� A0, muni de cette relation d'ordre, est un CPO.(?A;?A0) est le plus petit �el�ement.1Gi=0(ai; a0i) = ( 1Gi=0 ai; 1Gi=0 a0i).



36 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SETExemple:
A =ta tbt?@@@ ��� A0 =ta0 tb0t?@@@ ��� A� A0 = t?t(a;?)t

(a; a0) t(?; a0)t
(a; b0) t(?; b0)t(b; a0) t(b;?)t(b; b0)

QQQQQQQ AAAAA �����������������@@@@@ �����@@@@@ �����@@@@@
Soit f : C ! A, et f 0 : C ! A0, deux fonctions continues.On d�e�nit < f; f 0 >: C ! A� A0 par:8c 2 C : < f; f 0 > (c) = (f(c); f 0(c)).< f; f 0 > est une fonction continue.On d�e�nit les projections p et p0 de la mani�ere habituelle:p : A� A0 ! A p0 : A� A0 ! A0(a; a0) 7! a (a; a0) 7! a0� et ces deux projections d�e�nissent un produit cat�egoriel (cf 2.2.3), c'est-�a-dire que< f; f 0 >: C ! A � A0 est l'unique fonction continue telle que: p � < f; f 0 >= f , etp0� < f; f 0 >= f 0.Produit de deux fonctions:Etant donn�e deux fonctions f : A! B, et f 0 : A0 ! B0, le produit de f et f 0 est:f � f 0 =< f � p; f 0 � p0 >On peut v�eri�er que ce produit correspond au produit cart�esien de f et f 0:f � f 0 : A� A0 ! B �B0(a; b) 7! (f(a); f(b))� est un foncteur dans CPO:(g � g0) � (f � f 0) = (g � f)� (g0 � f 0)idA�A0 = idA � idA0� est �egalement le produit cat�egoriel dans CPOS.En e�et, les projections p et p0 sont strictes.Si f et f 0 sont strictes, alors < f; f 0 > est stricte.Consid�erons le diagramme dans la cat�egorie CPO:
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���	p @@@Rp0@@@If ����f 0

6<f; f 0>
Comme toutes les �eches sont strictes, le même diagramme peut être consid�er�e commeun diagramme de CPOS.On a les �egalit�es:p � < f; f 0 >= f , et p0� < f; f 0 >= f 0.On montre que < f; f 0 > est l'unique �eche de CPOS qui satisfait ces deux �egalit�es: siune autre �eche � de CPOS satisfait les �egalit�es, alors �, consid�er�e comme une �eche deCPO les satisfait aussi, et donc: � =< f; f 0 >.Par cons�equent, la cat�egorie CPOS a un produit, qui correspond au produit dans CPO.Somme disjointe lift�eeLa somme disjointe lift�ee de deux CPO A et A0 est d�e�nie par:A+ A0 = f?A+A0g [ f(1; a); a 2 Ag [ f(2; a0); a0 2 A0gRelation d'ordre sur A+ A0:Soit x; y 2 A+ A0:x v y si et seulement si:x =? oux = (1; a); y = (1; b); et a v b oux = (2; a0); y = (2; b0); et a0 v b0A+ A0 est un CPO.Exemple:
A =ta tbt?@@@ ��� A0 =ta0 tb0t?@@@ ��� A+ A0 =t(1; a) t(1; b)t(1;?)@@@ ��� t(2; a0) t(2; b0)t(2;?)@@@ ���t?@@@@@ �����



38 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SETOn d�e�nit les injections:i : A ! A+ A0 i0 : A0 ! A+ A0a 7! (1; a) a0 7! (2; a)Soit f : A! C, et f 0 : A0 ! C, deux fonctions continues. On d�e�nit:frf 0 : A+ A0 ! C?A+A0 7! ?C(1; a) 7! f(a)(2; a0) 7! f 0(a0)On a les �egalit�es: (frf 0)(?) = ?(frf 0) � i = f(frf 0) � i0 = f 0Remarque:On n'a pas d�e�ni ainsi une somme cat�egorielle car il peut exister plusieurs fonctions  telles que  � i = f , et  � i0 = f 0. (+ est une somme cat�egorielle faible.)Par contre, il existe une unique fonction � stricte telle que:  � i = f , et  � i0 = f 0Il ne faut pas conclure que + est la somme cat�egorielle dans CPOS, car i et i0 ne sontpas strictes. On verra par la suite que CPOS a une somme cat�egorielle, qui est la sommefusionn�ee �.Somme disjointe lift�ee de deux fonctions:Soit f : A ! B, et f 0 : A0 ! B0. Soit f + f 0 : A + A0 ! B + B0 d�e�nie par:f + f 0 = (i � f)r(i0 � f 0). On v�eri�e que cette d�e�nition correspond �a la d�e�nitionsuivante:f + f 0 : A+ A0 ! B +B0?A+A0 7! ?B+B0(1; a) 7! (1; f(a))(2; a0) 7! (2; f 0(a0))+ est un foncteur:(g + g0) � (f + f 0) = (g � f) + (g0 � f 0)idA+A0 = idA + idA0Produit fusionn�eDans les langages de programmation stricts, c'est-�a-dire pour lesquels toute fonctiond�e�nie est stricte, lorsque l'un des composants d'un couple d'arguments ne termine pas,le couple ne termine pas. Autrement dit, on ne veut pas distinguer les �el�ements (a;?) et?. Ceci motive la d�e�nition du produit fusionn�e, (smash product en anglais), qui fusionnetous les couples d'�el�ements qui ont un composant �egal �a ?.Le produit fusionn�e de deux CPO A et A0 est d�e�ni par:
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 A0 = f?A
A0g [ f(a; a0); a 2 A� f?Ag; a0 2 A0 � f?A0ggRelation d'ordre sur A
 A0:8x 2 A
 A0;?v x.Soit (a; a0); (b; b0) 2 A
 A0:(a; a0) v (b; b0) si et seulement si a v b et a0 v b0.Exemple:
A =ta tbt?@@@ ��� A0 =ta0 tb0t?@@@ ��� t(a; a0) t(b; a0) t(a; b0) t(b; b0)t?A
 A0 = �������



JJJJ HHHHHHHProduit fusionn�e de deux fonctions strictes:Soit f : A! B, et f 0 : A0 ! B0, deux fonctions continues strictes. On d�e�nit:f 
 f 0 : A� A0 ! B � B0?A
A0 7! ?B
B0(a; a0) 7! (f(a); f 0(a0)) si f(a) 6=?A et f 0(a0) 6=?A07! ?B
B0 sinon.f 
 f 0 est continue stricte.
 est un foncteur dans la cat�egorie CPOS:(g 
 g0) � (f 
 f 0) = (g � f)
 (g0 � f 0)idA
A0 = idA 
 idA0Remarque: On peut d�e�nir le produit fusionn�e de deux fonctions non strictes de la mêmefa�con. Le probl�eme est que 
 n'est pas un foncteur dans la cat�egorie CPO.En e�et, prenons pour f la fonction constante �egale �a ?, pour g la fonction constante�egale �a g0, et l'identit�e pour f 0 et g0.Soit (a; a0) 2 A� A0 On a:(g 
 g0) � (f 
 f 0)(a; a0) = (g 
 g0)(?) =?(g � f)
 (g0 � f 0)(a; a0) = (g � f(a); g0 � f 0(a0)) = (g0; a0).Somme fusionn�eeSoit deux CPO A et A0. Dans certaines circonstances, on ne veut pas distinguer les�el�ements (1;?A), (2;?A0), et ? dans A + A0. Ceci motive la d�e�nition de la somme fu-sionn�ee (coalesced sum en anglais), qui fusionne ces �el�ements:La somme fusionn�ee de deux CPO A et A0 est d�e�nie par:A� A0 = f?A�A0g [ f(1; a); a 2 A� f?Agg [ f(2; a0); a0 2 A0 � f?A0gg



40 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SETRelation d'ordre sur A� A0:Soit x; y 2 A� A0:x v y si et seulement si:x =? oux = (1; a); y = (1; b); et a v b oux = (2; a0); y = (2; b0); et a0 v b0.Exemple:A =ta tbt?@@@ ��� A0 =ta0 tb0t?@@@ ��� t(1; a) t(1; b) t(2; a0) t(2; b0)t?A� A0 = �������



JJJJ HHHHHHHOn d�e�nit les injections:i : A ! A� A0a 7! (1; a), si a 6=?A7! ?, si a =?Ai0 : A0 ! A� A0a0 7! (1; a0), si a0 6=?A07! ?, si a0 =?A0
, i, et i0 d�e�nissent une somme cat�egorielle (cf 2.2.3) dans CPOS.Soit f : A ! C, et f 0 : A0 ! C, deux fonctions continues strictes. Il existe une uniquefonction continue stricte f _f 0 : A�A0 ! C, telle que: (f _f 0)� i = f , et (f _f 0)� i0 = f 0On v�eri�e que cette fonction f _ f 0 est d�e�nie par:f _ f 0 : A� A0 ! C?A�A0 7! ?C(1; a) 7! f(a)(2; a0) 7! f 0(a0)Somme fusionn�ee de deux fonctions strictes:Soit f : A! B, et f 0 : A0 ! B0, deux fonctions continues strictes.f � f 0 = (i � f) _ (i0 � f 0).On peut v�eri�er que cette d�e�nition correspond �a la d�e�nition suivante:f � f 0 : A� A0 ! B �B0?A�A0 7! ?B�B0(1; a) 7! (1; f(a)) si f(a) 6=?B7! ?B�B0 sinon(2; a0) 7! (2; f 0(a0)) si f 0(a0) 6=?B07! ?B�B0 sinon



3.2. TYPES ABSTRAITS DANS CPO 41� est un foncteur dans CPOS:(g � g0) � (f � f 0) = (g � f)� (g0 � f 0)idA�A0 = idA � idA0Remarque: Comme pour le produit fusionn�e, on peut d�e�nir la somme fusionn�ee de deuxfonctions non strictes. Cette somme fusionn�ee d�e�nie dans CPO n'est pas un foncteur.Lemme 1:� Les fonctions (d'odre sup�erieur) � et + sont continues dans CPO:Pour toute chaine croissante de fonctions continues:f0 v f1 v f2 v :::, et f 00 v f 01 v f 02 v :::, on a:( 1Gi=0 fi)� ( 1Gi=0 f 0i) = 1Gi=0(fi � f 0i)( 1Gi=0 fi) + ( 1Gi=0 f 0i) = 1Gi=0(fi + f 0i)� Les fonctions 
 et � sont continues dans CPOS:Pour toute chaine croissante de fonctions continues strictes:f0 v f1 v f2 v :::, et f 00 v f 01 v f 02 v :::, on a:( 1Gi=0 fi)
 ( 1Gi=0 f 0i) = 1Gi=0(fi 
 f 0i)( 1Gi=0 fi)� ( 1Gi=0 f 0i) = 1Gi=0(fi � f 0i)3.2.3 PlongementsLa notion de plongement (embedding en anglais) a �et�e introduite par Scott, puis utilis�eeintensivement par Wand avec les O-cat�egories. L'id�ee est de construire une relation d'ordreentre les CPO, qui permette de mod�eliser que un CPO est "inclus" dans un autre. Onveut par exemple mod�eliser que, �etant donn�e deux CPO A et B, A est "inclus" dansA + B. Si on consid�ere l'inclusion des ensembles, ce n'est pas le cas. N�eanmoins, on"retrouve" tous les �el�ements de A "cod�es" dans A + B. La notion de plongement est enfait une extension pour les CPO de la notion d'injection pour les ensembles.D�e�nition: plongementSoit deux CPO A et B.Soit f : A! B, une fonction continue.f est un plongement s'il existe g : B ! A continue telle que:g � f = idA



42 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SETf � g v idB.Une telle fonction g est alors unique:Soit g0 : B ! A telle que:g0 � f = idAf � g0 v idB.On a:f � g v idB ) g0 � f � g v g0 ) g v g0f � g0 v idB ) g � f � g0 v g ) g0 v gd'o�u: g = g0.Lorsque g existe, on note: g = fP .La composition de deux plongements f et f 0 est un plongement, et on a:(f � f 0)P = f 0P � fP .L'identit�e est un plongement, et idPA = idA.On a donc une cat�egorie PLG, dont les objets sont les CPO, et les �eches les plongements.Remarque: un plongement est une fonction stricte.Preuve:?Av fP (?B) (?A plus petit �el�ement)) f(?A) v f(fP (?B)) (f continue ) f croissante)) f(?A) v?B (f � fP v idB)) f(?A) =?B (?B plus petit �el�ement).De même, on montre que fP (?B) =?A.La cat�egorie PLG des plongements est donc une sous cat�egorie de CPOS.
Lemme 2:Soit y un bifoncteur croissant, c'est-�a-dire tel que:f v f 0; g v g0 ) f y g v f 0 y g0Soit f : A! B, et g : A0 ! B0 deux plongements.Alors: f y g est un plongement, et (f y g)P = fP y gP .



3.2. TYPES ABSTRAITS DANS CPO 43Preuve:(fP y gP ) � (f y g) = (fP � f) y (gP � g) (y est un bifoncteur)= idA y idA0 (d�e�nition du plongement)= idAyA0 (y est un bifoncteur)(f y g) � (fP y gP ) = (f � fP ) y (g � gP ) (y est un bifoncteur)v idB y idB0 (f � fP v idB; g � gP v idB0)(y est croissant)v idByB0 (y est un bifoncteur)Corollaires:Soit f : A! B, et g : A0 ! B0 deux plongements.f � g, f + g, f 
 g, f � g sont des plongements.En e�et, �, +, 
, et � sont continus, donc croissants.3.2.4 Construction d'!-colimitesDans ce paragraphe, on se place dans la cat�egorieCPOS, et on montre qu'un !-diagrammedont les �eches sont des plongements a un cocône colimite.Lemme 3:On consid�ere des CPO L0; L1; L2:::, tels que qu'on ait des plongements:fi : Li ! Li+1.Alors le diagramme L0 f0! L1 f1! L2 � � � a un cocône colimite dans CPOS.Preuve:Pour montrer ce lemme, il faut:1. Construire un CPO L2. Construire des �eches �i : Li ! L3. Montrer que IL = (L; f�i : Li ! L; i 2 INg) est un cocône.4. Montrer que IL est un cocône colimite dans CPOS.Cette construction est attribu�ee par Wand �a Scott. Les d�emonstrations sont largementinspir�ees de celles donn�ees par Tennent ([Ten91]).



44 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SET1. Si �a la place des plongements fi, on avait des inclusions d'ensemble, il su�rait deprendre pour L la r�eunion de tous les Li. Il faut faire une construction qui gardela même id�ee: on consid�ere comme �el�ement de L un �el�ement de Lk, mais en plus,on note sous quelle forme apparait cet �el�ement dans tous les Li pour i > k. On estdonc conduit �a consid�erer comme �el�ements de L des s�equences in�nies (l0; l1; l2; � � �),avec li 2 Li:Soit L l'ensemble des s�equences in�nies (l0; l1; l2; � � �) telles que:8i 2 IN : li 2 Lili = fPi (li+1)On a donc: 8i 2 IN : fi(li) = fi(fPi (li+1)) v li+1.L est un CPO:La s�equence (?L0 ;?L1 ;?L2 ; � � �) est le plus petit �el�ement.Soit une s�equence croissante s0 v s1 v s2 v � � � d'�el�ements de L, avec si =(li0; li1; li2 � � �). La borne sup�erieure des si est:1Gi=0 si = ( 1Gi=0 li0; 1Gi=0 li1; 1Gi=0 li2; � � �)2. On construit maintenant des fonctions �i : Li ! L. Soit l 2 Li. �i(l) est unes�equence (x0; x1; x2; � � �) d�e�nie par:xj = (fj�1 � fj�2 � � � � � fi+1 � fi)(l) si i < jxj = l si i = jxj = (fPj � fPj+1 � � � � � fPi�1)(l) si i > jLes fonction �i ainsi d�e�nies sont continues et strictes. De plus, ce sont des plonge-ments, et �Pi (x0; x1; x2; � � �) = xi.En e�et:� (�Pi � �i)(l) = �Pi (x0; x1; x2; � � �) = xi = ldonc �Pi � �i = idLi .� Soit (y0; y1; y2; � � �) = �i � �Pi (x0; x1; x2; � � �) = �i(xi).Il faut montrer que �i � �Pi (x0; x1; x2; � � �) v (x0; x1; x2; � � �), c'est-�a-dire que:8j 2 IN : yj v xj.Si i < j: yj = (fj�1 � fj�2 � � � � � fi+1 � fi)(xi) v xj,car 8k; fk(xk) = xk+1.Si i = j: xj = yj.Si i > j: yj = (fPj � fPj+1 � � � � � fPi�1)(xi) = xj,car 8k; fPk (xk+1) = xk.3. Pour montrer que IL = (L; f�i : Li ! L; i 2 INg) est un cocône, il faut montrer que8i 2 IN : �i+1 � fi = �i.



3.2. TYPES ABSTRAITS DANS CPO 45Soit l 2 Li, et �i(l) = (x0; x1; x2; � � �).Soit �i+1(fi(l)) = (y0; y1; y2 � � �).Pour j < i:xj = (fj�1 � fj�2 � � � � � fi+1 � fi)(l)= (fj�1 � fj�2 � � � � � fi+1)(fi)(l)= yjPour j = i: xj = l = fPi�1(fi(l)) = yjPour j > i:xj = (fPj � fPj+1 � � � � � fPi�1)(l)= (fPj � fPj+1 � � � � � fPi�1)(fPi (fi(l)))= yjOn montre que les plongements �i satisfont l'�egalit�e suivante:1Gi=0 �i � �Pi = idLSoit j 2 IN :fj � fPj v idLj (fj est un plongement)) �j+1 � fj � fPj � �Pj+1 v �j+1 � �Pj+1 (�j+1 est croissante)) �j � �Pj v �j+1 � �Pj+1 (IL est un cocône, donc�j = �j+1 � fj),et donc �Pj = fPj � �Pj+1)On a donc bien une chaine croissante:�0 � �P0 v �0 � �P0 v �0 � �P0 v � � �De plus: 8i; �i � �Pi v idL.Il reste �a montrer que:8h : L! L, tel que 8i; �i � �Pi v h, on a: idL v h.Soit l = (l0; l1; l2; � � �) 2 L.Soit h(l) = (h0; h1; h2; � � �).l v h(l) , 8k : lk v hk.�k � �Pk (l) v h(l) ) �k(lk) v h(l).La k-i�eme composante de �k(lk) est lk. La k-i�eme composante de h(l) est hk. Parcons�equent: lk v lk.4. Pour montrer que IL = (L; f�i : Li ! L; i 2 INg) est un cocône colimite dansCPOS, on consid�ere un autre cocône dans CPOS: IM = (M; f�i : Li ! M; i 2INg).Il faut montrer qu'il existe une unique fonction continue stricte  : L ! M , telle



46 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SETque: 8i :  � �i = �i.Soit j 2 IN :fj � fPj v idLj (fj est un plongement)) �j+1 � fj � fPj � �Pj+1 v �j+1 � �Pj+1 (�j+1 est croissante)) �j � fPj � �Pj+1 v �j+1 � �Pj+1 (IM est un cocône)) �j � �Pj v �j+1 � �Pj+1 (IL est un cocône, donc�j = �j+1 � fj,et donc �Pj = fPj � �Pj+1)On a donc une chaine croissante de fonctions de L dans M :�0 � �P0 v �1 � �P1 v �2 � �P2 v � � �.On peut donc consid�erer la fonction: = 1Gj=0(�j � �Pj )Soit j > i. On a: �i = �j � fj�1 � � � � � fi+1 � fi )�Pj � �i = fj�1 � � � � � fi+1 � fi )�j � �Pj � �i = �j � fj�1 � � � � � fi+1 � fi = �iOn a donc:  � �i = 1Gj=0�j � �Pj � �i= 1Gj>i�j � �Pj � �i= 1Gj>i�i = �iIl faut maintenant montrer que  est l'unique fonction telle que:8i :  � �i = �iSoit  0 v�eri�ant cette propri�et�e.On a: 1Gi=0 �i � �Pi = idLDonc:  0 =  0 � ( 1Gi=0 �i � �Pi )



3.2. TYPES ABSTRAITS DANS CPO 47= 1Gi=0 0 � �i � �Pi = 1Gi=0�i � �Pi =  Il reste �a montrer que  est stricte, ce qui est �evident.Remarque 1:Pour montrer que IL est un cocône colimite, on a utilis�e uniquement le fait que les �i sontdes plongements et que: 1Gi=0 �i � �Pi = idLOn n'a pas utilis�e la construction de de L et �i. On a donc le lemme suivant:Lemme 4:Soit un !-diagramme dans PLG: L0 f0! L1 f1! L2 � � �.Soit IL = (L; f�i : Li ! L; i 2 INg) un cocône dans CPOS.On a: IL est un cocône colimite dans CPOS du diagrammeL0 f0! L1 f1! L2 � � � si et seulement si:� 8�i : Li ! L est un plongement� 1Gi=0 �i � �Pi = idL.Remarque 2:On s'est plac�e dans la cat�egorieCPOS. On aurait pu faire la même d�emonstration dans lacat�egorie CPO. (C'est-�a-dire: IL est un cocône colimite dans CPO.) Tennent ([Ten91])montre la même chose dans la cat�egoriePLG des plongements: si 8i; �i est un plongement,alors  est un plongement.On s'est plac�e dans la cat�egorieCPOS pour la raison suivante: pour appliquer la th�eor�emede Plotkin et Smyth, on doit se placer dans une cat�egorie poss�edant un objet initial. Onne peut donc pas se placer dans la cat�egorie CPO. Tennent red�emontre le th�eor�eme dePlotkin et Smyth dans PLG. Nous nous int�eressons �a la propri�et�e d'initialit�e dans unecat�egorie la plus grande possible, c'est pourquoi nous nous pla�cons dans CPOS, plutôtque dans PLG.3.2.5 Conservation d'!-colimitesPour appliquer le th�eor�eme de Plotkin et Smyth, on doit consid�erer des foncteurs conser-vant les !-colimites. On montre dans ce paragraphe que tous les foncteurs et bifoncteursque nous avons consid�er�es jusqu'�a maintenent conservent les !-colimites.



48 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SETLemme 5:Dans toute cat�egorie, on a:Pour tout objet Z, le foncteur constant Z� conserve les colimites.Le foncteur identit�e II conserve les colimites.Preuve:�evident.Lemme 6:Soit C une cat�egorie admettant des !-colimites. Soit F;G : C ! C deux endofoncteursconservant les !-colimites. Alors le foncteur G � F conserve les !-colimites.Preuve:�evident.Lemme 7:Soit y un bifoncteur continu.Soit D = D0 d0! D1 d1! D2 � � � un diagramme sur PLG, ayant pour colimite le cocôneID = (D; f�i : Di ! D; i 2 INg).Soit E = E0 e0! E1 e1! E2 � � � un diagramme sur PLG, ayant pour colimite le cocôneIE = (E; f�i : Ei ! E; i 2 INg).Alors le diagramme D y E = D0 y E0 d0ye0! D1 y E1 d1ye1! D2 y E2 � � � a pour colimite:ID y IE = (D y E; f�i y �i : Di y Ei ! D y E; i 2 INg).Preuve:�i et �i sont des plongements, y est continu, donc �i y�i est un plongement, et (�i y�i)P =�Pi y �Pi . (Lemme 2).Pour montrer que le diagramme D y E a pour colimite ID y IE, il su�t de montrer que:(lemme 4) 1Gi=0(�i y �i) � (�I y �i)P = idDyE



3.2. TYPES ABSTRAITS DANS CPO 491Gi=0(�i y �i) � (�i y �i)P= 1Gi=0(�i y �i) � (�Pi y �Pi ) (Lemme 2)= 1Gi=0(�i � �Pi ) y (�i � �Pi ) (y est un bifoncteur.)= (1Gi=0�i � �Pi ) y (1Gi=0�i � �Pi ) (y est continu)= idD y idE (Lemme 4 appliqu�e �a ID et IE)= idDyE (y est un foncteur).R�esultat:Soit F un foncteur construit par composition �a partir de foncteurs constants, du foncteuridentit�e, et des bifoncteurs �, +, 
, �. Alors F conserve les !-colimites d' !-diagrammesde PLG.Preuve:Application imm�ediate des trois lemmes pr�ec�edents (lemmes 5, 6 et 7).3.2.6 Application du th�eor�eme de Plotkin et Smyth dans CPOSOn se place dans la cat�egorie CPOS. Cette cat�egorie a un objet initial: f?g, c'est-�a-direpour tout CPO B, il existe une unique fonction stricte j : f?g ! B. Cette fonction j estun plongement, et jP est la fonction constante �egale �a ?.Soit F un endofoncteur sur CPOS, construit �a partir des foncteurs constants, du foncteuridentit�e et des bifoncteurs �, +, 
, et �.Soit l0 l'unique fonction stricte de f?g dans F (f?g).Le diagramme f?g l0! F (f?g) F (l0)! F 2(f?g) F 2(l0)! F 3(f?g) � � � est donc un diagrammedans PLG. Par cons�equent, il a un cocône colimite.Les hypoth�eses du th�eor�eme de Plotkin et Smyth sont v�eri��ees, donc il existe un ob-jet L et un isomorphisme  : F (L) ! L. L'alg�ebre (L;  ) est initiale dans la cat�egorie(F : CPOS) des F-alg�ebres sur CPOS.Cette alg�ebre donne une s�emantique au type abstrait repr�esent�e par l'"�equation aux do-maines" X �= F (X).



50 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SETRemarque:On peut se demander si cette alg�ebre est initiale dans la cat�egorie des F-ag�ebres sur CPO.Ce n'est pas le cas. Si (A; a) est une F-alg�ebre, o�u a est non strict, il peut exister plusieurshomomorphismes de (L;  ) dans (A; a).(Un tel exemple est donn�e en 3.2.7, dans le paragraphe sur les s�equences in�nies).Test d'�egalit�e de deux fonctions:Soit (L; �) la F-alg�ebre initiale de (F : CPOS). Soit (A; a) une autre F-alg�ebre de(F : CPOS). Soit h, l'unique homomorphisme de (L; �) dans (A; a).Soit une fonction f : L ! A. Pour montrer que f = h, il su�t de montrer que f est unhomomorphisme, c'est-�a-dire que: f �  = a � F (f).Remarque: exponentielle partielleIl est d'usage de pr�esenter, en même temps que les bifoncteurs �, +, 
, �, l'op�erateurd'exponentielle partielle !. [A ! B] est le CPO des fonctions continues de A dans B.Soit f : B ! A, et f 0 : A0 ! B0.(f ! f 0) : [A! A0] ! [B ! B0]h 7! f 0 � h � fLe probl�eme est que ! ainsi d�e�ni n'est pas un bifoncteur, car f est une fonction de Bdans A.Plotkin, Smyth, Wand ... r�esolvent ce probl�eme en se pla�cant dans la cat�egorie PLG, eten consid�erent le bifoncteur E!, d�e�ni par:Pour tout CPO A, B: A E! B = [A! B]. Soit f : A! B, et f 0 : A0 ! B0.(f ! f 0) : [A! A0] ! [B ! B0]h 7! f 0 � h � fPE! est bien un foncteur.Cela ne r�esout pas tous les probl�emes: lorsqu'on applique le th�eor�eme de Plotkin etSmyth, on obtient une alg�ebre initiale dans la cat�egorie (F : PLG), alors qu'on chercheune alg�ebre initiale dans (F : CPOS).3.2.7 Exemples de constructions de types abstraitsDans ce paragraphe, on note 1 = f?g le CPO comportant un seul �el�ement, et 1? = f?; �gle CPO comportant deux �el�ements.Entiers naturels strictsSoit le foncteur F , d�e�ni par:Pour tout objet A, F (A) = 1? � A.Pour toute �eche f , F (f) = id1? � f .



3.2. TYPES ABSTRAITS DANS CPO 51Calculons les premiers termes de la suite F j(f?g):1 = f?g = t?F (1) = 1? � 1 = t?t� � t? = t?t(1; �) = t?t0F 2(1) = 1? � (1? � 1) =t?t� � t?t0 = t?t(1; �) t(2; 0)���@@@ = t?t0 t1���@@@F 3(1) = 1? � (1? � (1? � 1)) =t?t� � t?t0 t1���@@@ = t?t(1; �) t(2; 0) t(2; 1)HHHHH ����� = t?t0 t1 t2HHHHH �����
� � �On construit donc ainsi l'ensemble des entiers naturels stricts IN?.IN? = t?t0 t1 t2 t3 t4 t5PPPPPPP HHHHH @@@ �������� � � �
L'isomorphisme  : F (IN?)! IN? est donn�e par: : 1? � IN? ! IN?? 7! ?(1; �) 7! 0(2; n) 7! n + 1On a les injections i : 1? ! 1? � IN?, et i0 : IN? ! 1? � IN?.



52 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SETOn pose:z =  � i : 1? ! IN?? 7! ?� 7! 0s =  � i0 : IN? ! IN?? 7! ?n 7! n + 1On retrouve ici les constructeurs classiques z et s: z est la fonction constante �egale �a0, et s est la fonction successeur. Ces deux fonctions permettent d'obtenir tous les entiersnaturels:z est la �eche qui �a � associe 0.s � z est la �eche qui �a � associe 1.s � s � z est la �eche qui �a � associe 2...Nous allons d�e�nir l'addition par homomorphisme.En utilisant les notations de programmation fonctionnelle, on d�e�nit l'addition par:add 0 y = yadd s(x) y = s(add x y)Dans cette d�e�nition, add 2 [IN? � IN? ! IN?]. On peut �egalement consid�erer queadd 2 [IN? ! [IN?! IN?]]:add 0 = idadd s(x) = s o (add x)Consid�erons maintenant l'alg�ebre ([IN? ! IN?]; �):� : 1? + [IN? ! IN?] ! [IN? ! IN?](1; �) 7! idIN?(2; f) 7! s � fOn v�eri�e que l'on a: add �  = � � (id1? � add), 8><>: add ?IN? = ?[IN?!IN?]add 0 = idIN?add s(x) = s � (add x)On d�e�nit donc l'addition comme l'unique homomorphisme entre (IN?;  ) et ([IN? !IN?]; �). add est l'unique fonction telle que add �  = � � (id1? � add).Entiers naturels paresseux:Soit le foncteur F d�e�ni par:Pour tout objet A, F (A) = 1 + APour toute �eche f , F (f) = id1 + f .



3.2. TYPES ABSTRAITS DANS CPO 53
1 = t?F (1) = 1 + 1 = t? + t? = t?t(1;?) t(2;?)���@@@On note (1;?) = 0, et (2; x) = s(x).On a donc:F (1) = t?t0 ts(?)���@@@
F 2(1) = 1 + (1 + 1) = t? + t?t0 ts(?)���@@@ = t?t(1;?) t(2;?)t(2; 0) t(2; s(?))���@@@ ���@@@ =

t?t0 ts(?)ts(0) ts2(?)���@@@ ���@@@
On construit ainsi l'ensemble des entiers naturels paresseux NP :
NP = t?t0 ts(?)ts(0) ts2(?)���@@@ ���@@@ ts2(0) ts3(?)���@@@ q q q
L'isomorphisme  : 1 +NP ! NP est donn�e par:



54 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SET : 1 +NP ! NP? 7! ?(1; �) 7! 0(2; n) 7! s(n)Comme pr�ec�edemment, la fonction z =  �i est la fonction constante �egale �a 0, et s =  �i0est la fonction successeur.Remarque: On a une chaine croissante: ?v s(?) v s2(?) v s3(?) v � � � : Toute chainecroissante a une borne sup�erieure, donc NP contient un �el�ement in�ni: s1(?). L'ensembleIN? des entiers stricts, par contre, ne contenait pas d'�el�ement in�ni.Listes strictesLes listes strictes d'entiers sont obtenues avec le foncteur F :F (A) = 1? � (N 
 A)F (f) = id1? � (idN 
 f),o�u N est un CPO d'entiers naturels (stricts ou paresseux ...)On v�eri�e que: F n(1) repr�esente le CPO des listes �a 0; 1; � � �n� 1 �el�ements.Soit (LS;  ), l'alg�ebre initiale. LS est l'ensemble des listes �nies.Soit les injections i : 1? ! 1? � (N 
 LS), et i0 : N 
 LS ! 1? � (N 
 LS).  � iest la fonction constante �egale �a nil.  � i0 est la fonction stricte cons.Listes paresseusesLes listes paresseuses d'entiers sont obtenues avec le foncteur F :F (A) = 1 + (N � A)F (f) = id1 + (idN � f).Si, pour simpli�er, on consid�ere que N contient un seul entier 0, on obtient la mêmestructure que celle des entiers naturels paresseux (l'ensemble des listes sur un ensemble �aun �el�ement est isomorphe �a l'ensemble des entiers).
t?tnil t0 :?t0 : nil t0 : 0 :?���@@@ ���@@@ t0 : 0 : nil t0 : 0 : 0 :?���@@@ q q q



3.2. TYPES ABSTRAITS DANS CPO 55Soit (LP ;  ) l'alg�ebre initiale.La fonction  � i est la fonction constante �egale �a nil. La fonction  � i0 est la fonctionnon stricte cons.Par exemple, cons(0;?) = 0 :? (liste dont le premier �el�ement est 0, et le reste non d�e�ni).Comme pour les entiers naturels paresseux, on a des chaines croissantes de la forme:?v cons(0;?) v cons(0; cons(0;?)) v cons(0; cons(0; cons(0;?))) � � �Toute chaine croissante ayant une borne sup�erieure, LP contient toutes les listes in�niesd'entiers.Le CPO des listes strictes ne contenait que les liste �nies.S�equences in�niesSoit le foncteur F d�e�ni par:Pour tout objet A, F (A) = N � APour toute �eche f , F (f) = idN � f .Calculons les premiers F i(1):F (1) = N � 1F 2(1) = N � (N � 1))F 3(1) = N � (N � (N � 1)))Soit (L;  ), l'alg�ebre initiale de la cat�egorie (F : CPOS). L est l'ensemble des s�equencesin�nies sur N , qui seront not�ees: [n0; n1; n2; � � �]. Le plus petit �el�ement de L est la s�equencein�nies de ?N : ?L= [?N ;?N ;?N ; � � �].Soit � =  �1. N
L N � L LQQQk p���+ p0 - � � est la fonction qui ajoute un �el�ement en tête de s�equence:  = cons.Remarque:  est stricte, c'est-�a-dire que  (?N ;?L) =?L. Par contre  n'est pas bistricte,c'est-�a-dire que  (n; l) 6=?L, si n 6=?N ou l 6=?L.head = p � � : L! N renvoie le premier �el�ement d'une s�equence.tail = p0 � � : L! L enl�eve le premier �el�ement �a une s�equence.head et tail sont strictes.



56 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SETSoit une autre F-alg�ebre (M; �).D'apr�es le th�eor�eme de Plotkin et Smyth, si � est stricte, alors il existe un uniqueh : L!M tel que: h� = � �F (h). (Il est facile de voir que h est alors forc�ement strict).Le th�eor�eme de Plotkin ne nous dit rien si � n'est pas strict. Nous allons donner unexemple o�u � n'est pas strict, et o�u il existe plusieurs homomorphismes entre (L;  ) et(M; �).Soit � : N � L ! L(n; l) 7! cons(0; tail(l))En termes purement fonctionnels, � est d�e�nie par:� = cons � < z � tN � p; tail � p0 >;o�u z : 1 ! N est la fonction constante �egale �a 0, tN : N ! 1 est l'unique �eche de Ndans 1. z � tN : N ! N est la fonction constante �egale �a 0.Soit h : L!M v�eri�ant h �  = � � F (h).h �  = � � F (h) ,Pour toute s�equence [n1; n2; n3; � � �], et 8n 2 N :h �  (n; [n1; n2; n3; � � �]) = � � F (h)(n; [n1; n2; n3; � � �]) ,h([n; n1; n2; n3; � � �]) = �(n; h([n1; n2; n3; � � �])) ,h([n; n1; n2; n3; � � �]) = cons(0; tail(h([n1; n2; n3; � � �])))On remarque que cette relation est satisfaite pour toute fonction h qui renvoie unes�equence constante dont le premier �el�ement est 0.Il n'y a donc pas unicit�e de l'homomorphisme entre (L;  ) et (M; �). (L;  ) est bieninitiale dans (F : CPOS), mais pas dans (F : CPO).3.3 Types abstraits dans SETDans cette partie, on montre que certains r�esultats d�emontr�es dans CPOS peuvents'appliquer directement dans SET. Pour cela, on consid�ere un ensemble comme un CPOplat, et on consid�ere une fonction entre deux ensembles comme une fonction continue tr�esstricte entre deux CPO plats. On obtient ainsi une sous cat�egorie de CPOS.D�e�nition: CPO platUn CPO A est plat (at en anglais) si8a; b 2 A : a v b, (a =? ou a = b)



3.3. TYPES ABSTRAITS DANS SET 57Exemple de CPO plat:IN? = t?t0 t1 t2 t3 t4 t5PPPPPPP HHHHH @@@ �������� � � �
D�e�nition: fonction tr�es stricteUne fonction f : A! B est tr�es stricte (very strict en anglais) si:8a 2 A : f(a) =?B, a =?AUne fonction tr�es stricte est donc stricte.Cat�eorie PTS, isomorphe �a SETOn a une cat�egorie PTS, des CPO plats, avec les fonctions continues tr�es strictes. Cettecat�egorie est isomorphe �a SET: �a chaque ensemble A, on fait correspondre le CPO platA? = A[f?g. A chaque application f : A! B, on fait correspondre la fonction continuetr�es stricte f? : A? ! B?.Foncteurs dans PTS et SETEn 3.2.2, on a d�e�ni les foncteurs �, +, 
, et �. On regarde si on peut restreindre cesfoncteurs �a PTS.Etant donn�e deux CPO plats A et B, A�B et A+B ne sont pas des CPO plats. On nepeut donc pas appliquer ces deux foncteurs dans PTS. Par contre A
 B et A� B sontbien des CPO plats. De plus, si f et g sont deux fonctions tr�es strictes, f � g et f 
 gsont �egalement tr�es strictes.Dans PTS, on dispose donc des foncteurs 
 et �. On peut v�eri�er que ces foncteurscorrespondent au produit et �a la somme dans SET, qui sont not�es habituellement � et+, et ne doivent pas être confondus avec les foncteurs � et + de la cat�egorie CPO.PlongementsOn sait d�ej�a que les plongements sont des fonctions strictes. Ce sont �egalement desfonctions tr�es strictes: f(a) =? ) fP (f(a)) = fP (?) ) a =?Les plongements de PTS correspondent aux applications injectives de SET.Il faut remarquer que �etant donn�e un plongement f , fP n'est pas une fonction tr�es stricte(c'est seulement une fonction stricte). La �eche fP n'a donc pas d'�equivalent dans SET(cette �eche fait partie de la cat�egorie des ensembles et des fonctions partielles).



58 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SETConstruction d'!-colimitesSoit des CPO plats L0; L1; L2; � � �, et des plongements fi : Li ! Li+1.Alors le diagramme L0 f0! L1 f1! L2 � � � a un cocône colimite dans PTS.On fait exactement la même construction qu'en 3.2.4. Il su�t de v�eri�er que:� Le CPO L est plat.� Les �eches �i : Li ! L sont tr�es strictes.� La �eche  : L!M est tr�es stricte.Application du th�eor�eme de Plotkin et Smyth:On se place dans la cat�egorie SET. Dans cette cat�egorie, ; est initial.On consid�ere un foncteur F polynomial, c'est-�a-dire construit par composition �a partir defoncteurs constants, du foncteur identit�e, et des bifoncteurs � et +.On consid�ere le diagramme f;g ;! F (f;g) F (;)! F 2(f;g) F 2(;)! F 3(f;g) � � �.Toutes les �eches sont des injections, donc ce diagramme admet un cocône colimite.Le foncteur F conserve ce cocône colimite.Par cons�equent, il existe un objet L et un isomorphisme  : F (L)! L. L'alg�ebre (L;  )est initiale dans la cat�egorie (F : SET).Comparaison avec les types abstraits alg�ebriques:Dans ce paragraphe, on donne quelques exemples de types abstraits alg�ebriques, et lesd�e�nitions correspondantes en termes de plus petit point �xe d'endofoncteur.� D�eclaration d'un seul type:Soit la signature:0: -> nats: nat -> natCette signature correspond au foncteur:F (X) = 1 +XF (f) = id1 + f�-alg�ebre et F-alg�ebre:Une �-alg�ebre A est donn�ee par un ensemble A, la constante 0A 2 A, et l'op�erationsA : A! A.Une F-alg�ebre est donn�ee par un ensemble L, une application l : 1 + L! L. Don-ner cette application l revient �a donner les deux applications l � i : 1 ) L, etl � i0 : L! L, qui correspondent �a 0A et �a sA.



3.3. TYPES ABSTRAITS DANS SET 59Homomorphisme:Soit A et B deux �-alg�ebres.Soit h : A! B un homomorphisme d'alg�ebre. h v�eri�e:( h(0A) = 0B8x 2 A : h(sA(x)) = sB(h(x))On consid�ere maintenant A et B comme des F-alg�ebres:a : F (A)! Ab : F (B)! BLes �equations v�eri��ees par h deviennent:h � a � i = b � ih � a � i0 = b � i0 � h ) ,h � a = b � (id1 + h)On voit sur cet exemple que les d�e�nitions d'alg�ebres et d'homomorphismes corre-spondent, la �-alg�ebre initiale T� et la F-alg�ebre initiale doivent donc correspondre�egalement.� D�eclarations crois�ees de plusieurs types:On d�e�nit le type abstrait des arbres non vides et des forêts avec la signaturesuivante:fvide: -> foretfcons: (arbre, foret) -> foretnoeud: (nat,foret) -> arbreCette sinature va être repr�esent�ee par le foncteur:F : C � C ! C � C(A; f) 7! (N � F; 1 + A� F )(a; f) 7! (idN � f; id1 + a� f)Il est facile de voir que si le th�eor�eme de Plotkin et Smyth s'applique dans unecat�egorie C, alors il peut s'appliquer dans la cat�egorie produit C � C.Soit ((A; F ); (a; f)) la F-alg�egre initiale de (F : C � C).a : N � F ! Af : 1 + A� F ! F .a correspond �a l'op�erateur noeud, f � i correspond �a fvide, et f � i0 correspond �afcons.



60 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SET3.4 Discussion �a propos d'autres travauxDans ce paragraphe, nous revenons un instant sur les travaux de de Malcolm ([Mal89],[Mal90]), et de Meijer, Fokkinga et Paterson ([MFP91]).3.4.1 Dualit�eOn obtient le dual d'un �enonc�e concernant une cat�egorie en retournant toutes les �echeset toutes les compositions. Le principe de dualit�e dit que le dual de tout th�eor�eme est unth�eor�eme (car dans la d�e�nition d'une cat�egorie, le dual de tout axiome est un axiome).D�e�nition: coalg�ebreEtant donn�e un endofoncteur F sur une cat�egorie C, on peut d�e�nir une F-coalg�ebrecomme le dual d'une alg�ebre: c'est un couple (Z; z) o�u z : Z ! F (Z).On a vu que l'on peut d�e�nir des types abstraits comme alg�ebre initiale dans une cat�egoriede F-alg�ebre. On peut �egalement, par dualit�e, d�e�nir un type abstrait comme coalg�ebreterminale d'une cat�egorie de F-coalg�ebres.Dual du th�eor�eme de Plotkin et Smyth:Soit C une cat�egorie ayant un objet terminal L0.Soit F un endofoncteur sur C.On suppose que le diagrammeL0 �0 � F (L0) F (�0) � F 2(L0) F 2(�0) � F 3(L0) � � �admet une limite.(�0 est l'unique �eche de F (L0) vers L0.)On suppose que F conserve cette limite.Alors il existe un objet L et un isomorphisme � : L! F (L).De plus la coalg�ebre (L; �) est terminale dans la cat�egorie des F-coalg�ebres.Approche de Malcolm:Malcolm se place dans la cat�egorie SET. Dans cette cat�egorie, ; est l'objet initial, et1 = f�g l'objet terminal. On a donc deux moyens de construire des types abstraits: soitcomme colimite du diagramme:; ;�! F (;) F (;)�! F 2(;) F 2(;)�! F 3(;) � � �



3.4. DISCUSSION �A PROPOS D'AUTRES TRAVAUX 61soit comme limite du diagramme:1 1 � F (1) F (1) � F 2(1) F 2(1) � F 3(1) � � �Pour un même foncteur, on n'obtient pas forc�ement le même type. Par exemple con-sid�erons le foncteur F d�e�ni par:On se �xe un objet A.Pour tout objet W : F (W ) = A�WPour toute �eche w: F (w) = idA � wLa d�e�nition de type abstrait par colimite donne le type vide, et la d�e�nition du typeabstrait comme limite donne le type des s�equences in�nies d'�el�ements de A.Approche de Meijer, Fokkinga et PatersonMeijer, Fokkinga et Paterson se placent dans la cat�egorie CPO. On a vu que pour pouvoirappliquer le th�eor�eme de Plotkin et Smyth, on doit en r�ealit�e se placer dans la cat�egorieCPOS. Dans cette cat�egorie, f?g est �a la fois objet initial et objet terminal.De plus on peut montrer que le type abstrait d�e�ni comme colimite du diagramme:f?g ?�! F (f?g) F (?)�! F 2(f?g) F 2(?)�! F 3(f?g) � � �est le même que le type abstrait d�e�ni comme limite du diagramme:f?g ? � F (f?g) F (?) � F 2(f?g) F 2(?) � F 3(f?g) � � �Autrement dit, si (L;  ) est l'alg�ebre initiale de la cat�egorie des F-alg�ebres, alors (L;  �1)est l'objet terminal de la cat�egorie des F-coalg�ebres.Dans cette approche, utiliser le principe de dualit�e ne d�e�nit donc pas de nouveaux typesde donn�ees. Par contre, on a un r�esultat de "terminalit�e", dual de l'initialit�e:Initialit�e:Soit une alg�ebre (M;m) de (F : CPOS). Il existe un unique h : L!M tel que:h �  = m � F (h)"Terminalit�e":Soit une coalg�ebre (Z; z) de la cat�egorie des F-coalg�ebres sur CPOS. Il existe un uniquek : Z ! L tel que:  � k = F (k) � z



62 CHAPITRE 3. APPLICATION DANS LES CAT�EGORIES CPO ET SET3.4.2 Catamorphisme, anamorphismeSoit un endofoncteur F sur une cat�egorie C. Soit (L;  ), l'alg�ebre initiale de (F : C). Soit(M;m) une F-alg�ebre.Malcolm appelle catamorphisme l'homomorphisme initial de L vers M. Cet homomo-morphisme est not�e (jmj).Th�eor�eme de promotion:Soit deux alg�ebres (M;m) et (N; n). Soit h :M ! N . On a:h �m = n � F (h) ) h � (jmj) = (jnj)Ce r�esultat provient de l'initialit�e de (L;  ): (jnj) est l'unique homomorphisme de (L;  )vers (N; n). Comme h est un homomorphisme, h � (jmj) est un homomorphisme de (L;  )vers (N; n), et donc h � (jmj) = (jnj).Meijer, Fokkinga et Paterson d�e�nissent �egalement un catamorphisme, non pas �a par-tir de l'initialit�e de (L;  ), mais en utilisant l'op�erateur � de plus petit point �xe dans lesCPO. Etant donn�e un CPO D, et une fonction continue H 2 [D ! D], �(H) est le pluspetit �el�ement de D tel que: �(H) = H(�(H))Catamorphisme:On note �h:m � F (h) �  �1 l'op�erateur qui �a toute �eche h : L ! M associe la �echem � F (h) �  �1 : L!M .Le catamorphisme associ�e �a l'alg�ebre (M;m) est le plus petit point �xe de cet op�erateur:(jmj) = �(�h:m � F (h) �  �1)(jmj) est bien un homomorphisme puisque:(jmj) = m � F ((jmj)) �  �1 ) (jmj) �  = m � F ((jmj))Anamorphisme:Un anamorphisme est d�e�ni de fa�con duale: L'anamorphisme associ�e �a la coalg�ebre (Z; z)est le plus petit point �xe de l'op�erateur �h: � F (h) � n, qui associe �a toute �echeh : Z ! L la �eche  � F (h) � z : Z ! L.[(z)] = �(�h: � F (h) � z)Lorsque (M;m) est une alg�ebre dans CPOS (c'est-�a-dire lorsque m est stricte), (jmj)est l'homomorphisme initial de (L;  ) vers (M;m). En e�et, il existe alors un unique ho-momorphisme de (L;  ) vers (M;m). Par contre, lorsque (M;m) n'est pas stricte, il peut



3.4. DISCUSSION �A PROPOS D'AUTRES TRAVAUX 63exister plusieurs homomorphismes de (L;  ) vers (M;m). La d�e�nition de catamorphismede Meijer, Fokkinga et Paterson est donc plus g�en�erale que celle de Malcolm.Dans [MFP91], tous les th�eor�emes �enonc�es sont d�emontr�es �a partir des propri�et�es del'op�erateur de plus petit point �xe �. Certains peuvent être d�emontr�es �a partir del'initialit�e de (L;  ).� La loi (Catafusion'):Soit deux alg�ebres (M;m) et (N; n). Soit une �eche f :M ! N . On a:f stricte, f �m = n � F (f) ) f � (jmj) = (j�j)Ce r�esultat est identique au th�eor�eme de promotion. Si m et n sont strictes, alorscette propri�et�e provient directement de l'initialit�e de (L;  ).� Les catamorphismes conservent la "strictness":Si (M;m) est une alg�ebre telle que m est stricte, alors (jmj) est stricte.
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Chapitre 4Equations
4.1 IntroductionNous avons vu comment repr�esenter des types abstraits libres dans le formalisme descat�egories. En sp�eci�cation alg�ebrique, on peut sp�eci�er des types abstraits non libres,c'est-�a-dire dont la d�e�nition comporte des �equations. Par exemple, on peut sp�eci�erl'ensemble des entiers modulo 2 par:0: -> nats: nat -> nats(s(0)) = 0Le but de ce chapitre est de montrer que l'on peut int�egrer les �equations dans le for-malisme des cat�egories. Dans ce formalisme, on raisonne toujours sur les �eches, il fautdonc commencer �a d�e�nir les �equations en termes de �eches. Ensuite, il faut d�e�nir lanotion d'alg�ebre satisfaisant un ensemble d'�equations. On propose en�n une constructioncat�egorielle d'alg�ebre initiale dans la cat�egorie des alg�ebres satisfaisant ces �equations.Cette alg�ebre correspond �a l'alg�ebre T�=� en sp�eci�cation alg�ebrique.Dans tout ce chapitre, on consid�ere une cat�egorie C, et un endofoncteur F sur C quisatisfont le th�eor�eme de Plotkin et Smyth.On appelle (A; a) l'alg�ebre initiale de la cat�egorie (F : C) des F-alg�ebres.4.2 EquationsDans cette partie nous d�e�nissons la notion d'�equation et d'alg�ebre satisfaisant un en-semble d'�equations dans le cadre cat�egoriel. En�n, nous montrons que dans une cat�egoriequi admet des sommes, un ensemble d'�equations peut être consid�er�e comme �equivalent �aune seule �equation plus complexe.En sp�eci�cation alg�ebrique, une �equation est d�e�nie par un ensemble de variables V ar, et65



66 CHAPITRE 4. EQUATIONSdeux termes t et u dont les variables appartiennent �a V ar. Dans le cadre cat�egoriel, une�equation va être repr�esent�ee par deux �eches f et g, qui correspondent aux termes t et uparam�etr�es par leurs variables.Exemple:Prenons l'exemple des entiers naturels. En sp�eci�cation alg�ebrique, on d�e�nit la signature�: 0: -> nats: nat -> natL'ensemble des entiers naturels est donn�e par l'alg�ebre initiale T�.L'�equation s(s(x)) = x d�e�nit l'ensemble des entiers modulo 2. L'ensemble des entiersmodulo 2 peut être sp�eci��e de mani�ere �equivalente soit par l'�equation s(s(x)) = x, soitpar l'�equation s(s(0)) = 0.Dans le cadre cat�egoriel, on d�e�nit le foncteur F par:F (W ) = 1 +WF (w) = id1 + wSoit (A; a) l'alg�ebre initiale.1
A F (A) AHHHHji����*i0 -a

On pose a � i = z et a � i0 = s.L'�equation s(s(x)) = x correspond �a l'�equation cat�egorielle e1 = (s � s � idA).L'�equation s(s(0)) = 0 correspond �a l'�equation cat�egorielle e2 = (s � s � z � z).L'�equation e1 consiste en deux �eches s � s; idA : A! A.L'�equation e2 consiste en deux �eches s � s � z; z : 1! A.Le domaine des deux �eches de l'�equation d�epend des variables que l'on a du supprimerpour r�ealiser l'abstraction. Typiquement, ce domaine sera 1; A; A� A; � � �. On verra en4.2.4 que l'on peut consid�erer des domaines plus compliqu�es.4.2.1 D�e�nition: �equationUne �equation est donn�ee par un objet X de C, et par deux �eches f; g : X ! A.On note (f � g), ou, lorsque l'on veut rappeler les domaines et codomaines de f et g:



4.2. EQUATIONS 67X A--fg4.2.2 D�e�nition: F-alg�ebre satisfaisant des �equationsOn consid�ere un ensemble d'�equations:E = ff0 � g0; f1 � g1; � � � ; fn � gng, avec fi; gi : Xi ! A.Soit (M;m) une F-alg�ebre. Soit hM l'unique homomorphisme de (A; a) dans (M;m).On dit que (M;m) satisfait les �equations de E, ou que (M;m) est une F-E-alg�ebre si:8i 2 f0; 1; � � �ng : hM � fi = hM � giCette d�e�nition correspond �a la d�e�nition de �-E-alg�ebre en sp�eci�cation alg�ebriquelorsque (M;m) est une alg�ebre engendr�ee. (Les �egalit�es hM � fi = hM � gi n'imposent unecontrainte que sur les �el�ements atteints par hM).4.2.3 Cat�egorie des F-E-alg�ebresSoit un ensemble d'�equations E.On a la cat�egorie des F-E-alg�ebres, dont les objets sont les F-E-alg�ebres, et les �eches leshomomorphismes de F-alg�ebre.La cat�egorie des F-E-alg�ebres est une sous-cat�egorie de la cat�egorie des F-alg�ebres.4.2.4 Repr�esentation de plusieurs �equations en une seuleOn suppose ici que la cat�egorieC admet des sommes. On consid�ere un ensemble d'�equationsE. On montre que cet ensemble d'�equations est �equivalent �a une �equation unique.On va montrer que l'on peut se ramener d'un ensemble �a deux �equations �a un ensemble�a une seule �equation:Soit deux �equations: X A--fg et X 0 A--f 0g0 .Soit (M;m) une F-alg�ebre.Soit hM : A!M l'homomorphisme initial de (A; a) dans (M;m).(M;m) satisfait les �equations (f � g) et (f 0 � g0) si et seulement si:( hM � f = hM � ghM � f 0 = hM � g0On consid�ere les �eches frf 0 : X +X 0 ! A et grg0 : X +X 0 ! A.



68 CHAPITRE 4. EQUATIONSX +X 0
X X 0

A
����i @@@I i0
@@@R@@@Rf g ���	 ���	g0 f 0??grg0frf 0

( hM � f = hM � ghM � f 0 = hM � g0, ( hM � (frf 0) � i = hM � (grg0) � ihM � (frf 0) � i0 = hM � (grg0) � i0, hM � (frf 0) = hM � (grg0), (M;m) satisfait l'�equation: X+X 0 A--frf 0grg0Par la suite, on consid�erera toujours une seule �equation, sachant que en pratique,plusieurs �equations peuvent se ramener �a une seule.4.3 Co�egalisateurNous aurons besoin, dans le paragraphe suivant, de la construction cat�egorielle de co�ega-lisateur.Soit une cat�egorie C.Soit deux objets X et A, et deux �eches f; g : X ! A.Un co�egalisateur du diagramme X A--fg est un objet A0 et une �echep : A! A0 qui satisfont les propri�et�es suivantes:1. p � f = p � g2. Pour tout objet B et toute �eche h : A ! B telle que h � f = h � g, il existe uneunique �eche h0 : A0 ! B telle que:h0 � p = h.



4.4. ALG�EBRE INITIALE DANS LA CAT�EGORIE DES F-E-ALG�EBRES 69X A A0
B

--fg -pAAAAAUh ������ h0
Remarque 1:Le co�egalisateur de X A--fg est tout simplement la colimite de ce diagramme.Remarque 2:Dans la cat�egorie des ensembles SET, la construction d'un co�egalisateur correspond �a unensemble quotient. Soit � la relation d'�equivalence engendr�ee par f(f(x); g(x)); x 2 Xg.A0 correspond �a l'ensemble quotient A=�, et p correspond �a la projection de A sur sonquotient A=�.4.4 Alg�ebre initiale dans la cat�egorie des F-E-alg�ebres4.4.1 Hypoth�esesDans ce paragraphe, on fait les hypoth�eses suivantes:1. On se place dans une cat�egorie C ayant un objet initial L0.2. On suppose que C admet des sommes et des co�egalisateurs.3. On consid�ere un endofoncteur F de C qui conserve les !-colimites, les sommes etles co�egalisateurs.4. On suppose que tout diagramme D0 i0! D1 i1! D2 i2! D3 � � �, o�u Di+1 = Di + Ei, eti1 : Di ! Di+1 est l'injection de Di dans Di+1 admet une !-colimite.4.4.2 MotivationSoit (A; a) la F-alg�ebre initiale dans la cat�egorie (F : C). On consid�ere une �equationE = f X A--f0g0 g



70 CHAPITRE 4. EQUATIONSLe but de ce chapitre est de d�e�nir une F-E-alg�ebre (A�; a�), qui soit initiale dans lacat�egorie des F-E-alg�ebres.(A�; a�) doit donc v�eri�er:Pour toute F-E-alg�ebre (M;m), il existe un unique � : A� !M tel que: ��a� = m�F (�).4.4.3 Premi�ere id�eeLa premi�ere id�ee qui vient �a l'esprit est de construire un co�egalisateur de X A--f0g0 ,d�e�ni par un objet A0 et une �eche p : A! A0:X A A0f0g0 p ---On prend l'image du diagramme par F :F (X) F (A) F (A0)F (f0)F (g0) F (p)---Comme F conserve les co�egalisateurs, on obtient un co�egalisateur du diagrammeF (X) F (A)--F (f0)F (g0) .Consid�erons le sch�ema:
F (X) F (A) F (A0)F (f0)F (g0) F (p)---
X A A0f0g0 p --- 6a 6a0

Pour que la �eche a0 : F (A0)! A0 existe, il faudrait que: p � a � F (f) = p � a � F (g).Comme il n'y a aucune raison pour que ce soit le cas, cette d�e�nition d'alg�ebre �echoue.



4.4. ALG�EBRE INITIALE DANS LA CAT�EGORIE DES F-E-ALG�EBRES 71Examinons sur un exemple les raisons de cet �echec: un co�egalisateur correspond, dans lacat�egorie SET, �a un quotient par une relation d'�equivalence.Dans l'approche alg�ebrique des types abstraits, on prend le quotient par la congruenceengendr�ee par les �equations, et non le quotient par la relation d'�equivalence.Consid�erons par exemple la signature:0: -> nats: nat -> natet l'�equation:s(s(0)) = 0Consid�erer la relation d'�equivalence engendr�ee par cette �equation, au lieu de la congruence,consiste �a "oublier" toutes les �equations:s(s(s(0))) = s(0)s(s(s(s(0)))) = s(s(0))...On est donc amen�e �a "simuler" cette fermeture par congruence dans le cadre descat�egories. Pour cela, on va "ajouter" toutes les �equations qui se d�eduisent de X A--fgpar congruence.4.4.4 Seconde id�eeOn consid�ere l'endofoncteur G sur C d�e�ni par:G(W ) = W + F (W )G(w) = w + F (w)Soit f1; g1 : G(X)! A d�e�nis par:f1 = f0r(a � F (f0))g1 = g0r(a � F (g0))



72 CHAPITRE 4. EQUATIONSX A

F (X) A
G(X)X + F (X) =

-f0 -g0

-F (f0) -F (g0)

6
a

������	 i
@@@@@@I i0

������������*f1������������*g1

On a vu en 4.2.4 que consid�erer l'�equation (f1 � g1) revient �a consid�erer la conjonctiondes deux �equations (f0 � g0) et (a � F (f0) � a � F (g0)).Examinons la signi�cation de l'�equation (a�F (f0) � a�F (g0)) dans l'exemple des entiersmodulo 2:On consid�ere toujours le même foncteur F d�e�ni par:F (W ) = 1 +WF (w) = id1 + wSoit (A; a) l'alg�ebre initiale. On pose z = a � i, et s = a � i0. On consid�ere l'�equation:1 A--f0g0 , avec f0 = s � s � z, et g0 = z.Soit (M;m) une F-alg�ebre.(M;m) satisfait l'�equation (a � F (f0) � a � F (g0)), (M;m) satisfait les deux �equations:( a � F (f0) � i � a � F (g0) � ia � F (f0) � i0 � a � F (g0) � i0Or, on a:a � F (f0) � i = za � F (f0) � i0 = a � i0 � f0 = s � f0 = s � s � s � za � F (g0) � i = za � F (g0) � i0 = a � i0 � g0 = s � g0 = s � z



4.4. ALG�EBRE INITIALE DANS LA CAT�EGORIE DES F-E-ALG�EBRES 73Par cons�equent:(M;m) satisfait l'�equation (a � F (f0) � a � F (g0)), (M;m) satisfait les deux �equations:( z � zs � s � s � z � s � zLa premi�ere de ces deux �equations ne pose aucune contrainte. On remarque que la sec-onde �equation correspond �a un "pas" de fermeture par congruence. Pour obtenir toutesles �equations (s2 � z � z); (s3 � z � s � z); � � � (sn+2 � z � sn � z); � � �il va falloir it�erer cette op�eration.Pour obtenir une �equation qui mod�elise correctement une congruence, on est donc amen�e�a poser:f1 = f0r(a � F (f0))g1 = g0r(a � F (g0))Puis:f2 = f1r(a � F (f1))g2 = g1r(a � F (g1))� � � X A

F (X) A
G(X)X + F (X) =

-f0 -g0

-F (f0) -F (g0)

6
a

������	 i
@@@@@@I i0

������������*f1������������*g1
G2(X)

F (G(X))
������	G(i)
@@@@@@IG(i0) ������������*F (f1)������������*F (g1)
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74 CHAPITRE 4. EQUATIONSIl faudra prendre la "limite" de cette suite de fonctions. Pour cela, on va consid�ererle cocône colimite du diagramme:X i�! G(X) G(i)�! G2(X) � � �Soit (Z; f�k : Gk(X)! Zg) ce cocône. La "limite" des fonctions fi et gi va correspondre�a deux �eches f; g : Z ! A. On prendra en�n le co�egalisateur de Z A--fg .4.4.5 D�e�nition de (A�; a�)Dans cette partie, on r�ealise la construction formelle des id�ees d�ecrites dans le paragraphepr�ec�edent.Soit une �equation X A--f0g0 .On se place dans les hypoth�eses d�ecrites en 4.4.1. On consid�ere l'endofoncteur G sur Cd�e�ni par:G(W ) =W + F (W )G(w) = w + F (w)Lemme 1:Le foncteur G conserve les sommes et les !-colimites.Preuve:F conserve les sommes et les !-colimites. Le bifoncteur + conserve les colimites, donc enparticulier les sommes et les !-colimites. Donc G conserve les sommes et les !-colimites.2G conserve les sommes: d�etaillons ce que cela veut dire:Soit deux objets B et B0. On consid�ere la somme de B et B0:B i�! B +B0 i0 � B0G conserve les sommes, doncG(B) G(i)�! G(B +B0) G(i0) � G(B0)est la somme de G(B) et G(B0), c'est-�a-dire:Pour tout objet C, pour toute �eche f : G(B) ! C et f 0 : G(B0) ! C, il existe uneunique �eche frf 0 : G(B +B0)! C telle que:



4.4. ALG�EBRE INITIALE DANS LA CAT�EGORIE DES F-E-ALG�EBRES 75(frf 0) �G(i) = f(frf 0) �G(i0) = f 0Soit i0 et i00 les injections de la somme de X et F (X):X i0�! G(X) = X + F (X) i00 � F (X)G conserve les sommes, donc pour tout entier k:Gk(X) Gk(i0)�! Gk+1(X) = Gk(X) +Gk(F (X)) Gk(i00) � Gk(F (X))est la somme de Gk(X) et Gk(F (X)).Posons ik = Gk(i0), et i0k = Gk(i00).Pour tout objet C, et pour toute �eche f : Gk(X) ! C et f 0 : Gk(F (X)) ! C, il existeune unique �eche frf 0 : Gk+1(X)! C telle que:(frf 0) � ik = f(frf 0) � i0k = f 0Lemme 2:Le diagramme X i0�! G(X) i1�! G2(X) i2�! � � � a une colimite.Preuve:Pour tout entier k, la �eche ik est une injection de Gk(X) dans Gk(X)+Gk(F (X)), donc,d'apr�es l'hypoth�ese 4 de 4.4.1, le diagramme X i0�! G(X) i1�! G2(X) i2�! � � � a unecolimite.2Soit (Z; f�k : Gk(X)! Z; k 2 INg) le cocône colimite.G conserve les !-colimites donc le diagrammeG(X) i1�! G2(X) i2�! G3(X) i3�! � � �a pour cocône colimite: (G(Z); fG(�k : Gk+1(X)! G(Z); k 2 INg).On pose:�00 = G(�0) � i08k > 0 : �0k = G(�k�1).� (G(Z); f�0k : Gk(X) ! G(Z)g) est un cocône sur le diagramme X i0�! G(X) i1�!G2(X) i2�! � � �, donc il existe un unique � : Z ! G(Z) tel que: 8k 2 IN : �� �k = �0k



76 CHAPITRE 4. EQUATIONS� (Z; f�k : Gk(X) ! G(Z); k > 0g) est un cocône sur le diagramme G(X) i1�!G2(X) i2�! G3(X) i3�! � � � donc il existe un unique  : G(Z)! Z tel que: 8k > 0 : � �0k = �k.De plus,  � �00 =  �G(�0) � i0 =  � �01 � i0 =  � �0.� 8i 2 IN :  � � � �i =  � �0i = �idonc  � � = idZ.(Car (Z; f�k : Gk(X) ! G(Z); k > 0g) est le cocône colimite du diagrammeX i0�! G(X) i1�! G2(X) i2�! � � �.)� 8i > 0 : � �  � �0i = � � �i = �0i donc � �  = idG(Z).(Car (G(Z); f�0k : Gk(X)! G(Z)g) est le cocône colimite du diagramme G(X) i1�!G2(X) i2�! G3(X) i3�! � � �.)
X G(X) G2(X)

Z G(Z)
-i0 -i1 -i2���������0 6�1 @@@@@@@I�2��������G(�0) 6G(�1)

-��  
� � �

Rappelons que l'on a l'�equation X A--f0g0 .On pose:f1 = f0r(a � F (f0))g1 = g0r(a � F (g0))f1 est l'unique �eche telle que: f1 � i0 = f0 et f1 � i00 = a � F (f0).g1 est l'unique �eche telle que: g1 � i0 = g0 et g1 � i00 = a � F (g0).
X G(X) F (X)

A F (A)
-i0 � i00��������f0 6f1 6F (f0)� a



4.4. ALG�EBRE INITIALE DANS LA CAT�EGORIE DES F-E-ALG�EBRES 77On suppose par r�ecurrence qu'on a construit:fk : Gk(X)! A, et gk : Gk(X)! A.fk est l'unique �eche telle que: fk � ik�1 = fk�1 et fk � i0k�1 = a � F (fk�1).gk est l'unique �eche telle que: gk � ik�1 = gk�1 et gk � i0k�1 = a � F (gk�1).Gk(X) ik�! Gk+1(X) = Gk(X) +Gk(F (X)) i0k � Gk(F (X))est la somme de Gk(X) et Gk(F (X)), donc on peut poser:fk+1 = fkr(a � F (fk))gk+1 = gkr(a � F (gk))fk+1 est l'unique �eche telle que: fk+1 � ik = fk et fk+1 � i0k = a � F (fk).gk+1 est l'unique �eche telle que: gk+1 � ik = gk et gk+1 � i0k = a � F (gk).
Gk(X) Gk+1(X) F (Gk(X))

A F (A)
-ik � i0k��������fk 6fk+1 6F (fk)� a

Lemme 3:Il existe une unique �eche f : Z ! A telle que:8k 2 IN : f � �k = fk.Il existe une unique �eche g : Z ! A telle que:8k 2 IN : g � �k = gk.Preuve:(A; ffk : Gk(X) ! A; k 2 INg) et (A; fgk : Gk(X) ! A; k 2 INg) sont des cocônes surle diagramme: X i0�! G(X) i1�! G2(X) i2�! � � �.En e�et, les �eches fk+1 et gk+1 ont justement �et�e construites pour que:fk+1 � ik = fk et gk+1 � ik = gk.Par cons�equent, comme (Z; f�k : Gk(X) ! Z; k 2 INg) est le cocône colimite du dia-gramme X i0�! G(X) i1�! G2(X) i2�! � � �:Il existe une unique �eche f : Z ! A telle que:8k 2 IN : f � �k = fk.Il existe une unique �eche g : Z ! A telle que:8k 2 IN : g � �k = gk.



78 CHAPITRE 4. EQUATIONS
Soit i : Z ! G(Z) et i0 : F (Z) ! G(Z) les deux injections li�ees �a la somme de Z etF (Z).Lemme 4:G(�k) : Gk+1(Z)! G(Z) est l'unique �eche telle que:G(�k) � ik = i � �kG(�k) � i0k = i0 � F (�k).Preuve:

Gk(X) Gk+1(X) F (Gk(X))
Z G(Z) F (G(Z))

-ik � i0k
6�k 6G(�k) 6F (�k)-i � i0

Par d�e�nition du foncteur G, on a: G(�k) = �k + F (�k).Par cons�equent, G(�k) : Gk+1(Z)! G(Z) est l'unique �eche telle que:G(�k) � ik = i � �kG(�k) � i0k = i0 � F (�k).Lemme 5:i = �.Preuve:Comme (Z; f�k : Gk(X)! G(Z); k > 0g) est le cocône colimite du diagrammeX i0�! G(X) i1�! G2(X) i2�! � � �, il su�t de montrer que:8k 2 IN : i � �k = � � �k.8k : i � �k = G(�k) � ik (Lemme 4)� � �k = �0k = G(�k�1) = G(�k) � ik (D�e�nition de �)Lemme 6:f �  � i0 = a � F (f)g �  � i0 = a � F (g).



4.4. ALG�EBRE INITIALE DANS LA CAT�EGORIE DES F-E-ALG�EBRES 79Preuve:Soit t : G(Z)! A l'unique �eche telle que:t � i = ft � i0 = a � F (f)(C'est-�a-dire: t = fr(a � f))t � i = f ) t � i �  � i0 = f �  � i0) t � � �  � i0 = f �  � i0 (Lemme 5: i = �)) t � i0 = f �  � i0 (Car � � i = idG(Z))) a � F (f) = f �  � i0 (D�e�nition de t)La preuve de g �  � i0 = a � F (g) est exactement identique.Consid�erons le diagramme Z A--fg . Prenons en le co�egalisateur, d�e�ni par l'objetA� et la �eche p : A! A� Z A A�fg p ---Comme F conserve les co�egalisateurs,F (Z) F (A) F (A�)F (f)F (g) F (p)---est un co�egalisateur.p � a � F (f) = p � f �  � i0 (car a � F (f) = f �  � i0)= p � g �  � i0 (car p � f = p � g)= p � a � F (g) (car g �  � i0 = a � F (g))Donc il existe un unique a� : F (A�)! A� tel que:p � a = a� � F (p)
F (Z) F (A) F (A�)F (f)F (g) F (p)---
Z A A�fg p --- 6a 6a�G(Z) @@I��	���i0i 



80 CHAPITRE 4. EQUATIONSLemme 7:Soit une alg�ebre (M;m).(1) (M;m) satisfait l'�equation (f0 � g0) ,(2) (M;m) satisfait les �equations 8k 2 IN : (fk � gk) ,(3) (M;m) satisfait l'�equation (f � g).Preuve:Soit hM l'unique homomorphisme de (A; a) dans (M;m).On montre que (1)) (2)) (3).� (1)) (2)Il faut montrer que: hM � f0 = hM � g0 ) 8k 2 IN : hM � fk = hM � gkPar r�ecurrence sur k:Pour k = 0, c'est �evident.Supposons que hM � fk = hM � gkMontrons que hM � fk+1 = hM � gk+1

Gk(X) Gk+1(X) F (Gk(X))
Z A F (A))

M6hM
-ik � i0k
-f -g � a6�k ��������fk��������gk 6fk+1 6gk+1 6F (fk) 6F (gk)

Il su�t de montrer que:hM � fk+1 � ik = hM � gk+1 � ik ethM � fk+1 � i0k = hM � gk+1 � i0k.



4.4. ALG�EBRE INITIALE DANS LA CAT�EGORIE DES F-E-ALG�EBRES 81hM � fk+1 � ik = hM � fk (d�e�nition de fk+1)= hM � gk (hypoth�ese de r�ecurrence)= hM � gk+1 � ik (d�e�nition de gk+1)hM � fk+1 � i0k = hM � a � F (fk) (d�e�nition de fk+1)= m � F (hM) � F (fk) (hM homomorphisme)= m � F (hM � fk) (F foncteur)= m � F (hM � gk) (hypoth�ese de r�ecurrence)= m � F (hM) � F (gk) (F foncteur)= hM � a � F (gk) (hM homomorphisme)= hM � gk+1 � i0k (d�e�nition de gk+1)� (2)) (3)On montre que:(8k 2 IN : hM � fk = hM � gk) ) hM � f = hM � gComme (Z; f�k : Gk(X)! Z; k 2 INg) est un cocône colimite, il su�t de montrerque: 8k 2 IN : hM � f � �k = hM � g � �kCela est �evident, puisque:8k 2 IN : f � �k = fkg � �k = gk� (3)) (1)Supposons que: hM � f = hM � g.On a donc: hM � f � �0 = hM � g � �0d'o�u: hM � f0 = hM � g0.Lemme 8:Soit (M;m) une alg�ebre satisfaisant l'�equation (f0 � g0). Alors il existe un uniquehomomorphisme � de (A�; a�) dans (M;m).Preuve:Il faut montrer qu'il existe un unique � : A� !M tel que:� � a� = m � F (�)Existence:D'apr�es le lemme 7, hM � f = hM � g. Donc, comme Z A A�fg p ---est un co�egalisateur, il existe un unique � : A� !M tel que: � � p = hM .



82 CHAPITRE 4. EQUATIONSMontrons que � est un homomorphisme, c'est-�a-dire que� � a� = m � F (�)Z A A�
F (Z) F (A) F (A�)G(Z) M

F (M)

-f -g -p
-F (f) -F (g) -F (p)

6a 6m
6a����	 i���� 

@@@I i0 @@@RhM ���	�
@@@RF (hM) ���	 F (�)

Comme F (Z) F (A) F (A�)F (f)F (g) F (p)--- est un co�egalisateur, pour tout  : F (A)!M tel que  � F (f) =  � F (g), il existe un unique 0 : F (A�)!M tel que 0 � F (p) = .Nous allons prendre pour  la �eche: m � F (hM) : F (A�)!M .hM � f = hM � g ) F (hM � f) = F (hM � g)) F (hM) � F (f) = F (hM) � F (g) (F foncteur)) m � F (hM) � F (f) = m � F (fM) � F (g)Montrons que: � � a� � F (p) = m � F (hM)m � F (�) � F (p) = m � F (hM)Comme il existe un unique 0 : F (A�)!M tel que 0 �F (p) = m �F (hM), on aura donc:� � a� = m � F (�)� � a� � F (p) = � � p � a (car p � a = a� � F (p))= hM � a (d�e�nition de �)= m � F (hM) (hM homomorphisme)m � F (�) � F (p) = m � F (� � p) (F foncteur)= m � F (hM) (d�e�nition de �)



4.5. COMPARAISON AVEC LES ESQUISSES 83Unicit�e:On montre que: � � a� = m � F (�) ) � � p = hMComme il existe un unique � tel que � � p = hM , � est unique.� � a� = m � F (�) ) � � a� � F (p) = m � F (�) � F (p)) � � a� � F (p) = m � F (� � p) (F foncteur)) � � p � a = m � F (� � p) (d�e�nition de a�)Comme (A; a) est initiale, il existe un unique hM : A!M tel que hM � a = m � F (hM).Par cons�equent: hM = � � p.4.5 Comparaison avec les esquissesLa th�eorie des esquisses ([BW91], [DR91]) permet �egalement de sp�eci�er des types ab-straits non libres. Dans ce paragraphe, nous tentons de comparer les deux approches.Dans la th�eorie des esquisses, on d�e�nit la signature0: -> nats: nat -> natpar un grapheG, qui contient deux objets 1 et N , et deux �eches 0 : 1! N et s : N ! N .G: 1 0! N s! NSoit S la cat�egorie engendr�ee par G.Une alg�ebre sur cette signature est une interpr�etation dans une cat�egorie "concr�ete", parexemple SET, donn�ee par un foncteur I : S ! SET.La cat�egorie S d�ecrit la syntaxe du type abstrait, et la cat�egorie SET sa s�emantique.On a une d�e�nition inductive des termes: ce sont des �eches de la cat�egorie S, de source1 et de destination N : 0; s � 0; s � s � 0; � � �Notre approche est bas�ee sur des d�e�nitions r�ecursives entre domaines:A �= 1 + A. On sait que l'on a une alg�ebre initiale (A; a), avec a : 1 + A ! A. On peutconstruire des termes a posteriori dans cette alg�ebre initiale, en posant: 0 = a � i1 ets = a � i2. Ici, les termes ne sont pas construits inductivement.Dans la th�eorie des esquisses, une �equation est une relation entre deux �eches. Par



84 CHAPITRE 4. EQUATIONSexemple: s � s � 0 � 0.On consid�ere la congruence engendr�ee par cette relation, (c'est-�a-dire la plus petite re-lation d'�equivalence contenant cette relation, et compatible avec la composition). Onconsid�ere la cat�egorie quotient S=�. Une alg�ebre qui satisfait les �equations est alorsdonn�ee par un foncteur I 0 : S=� ! SET.Les �equations que l'on �ecrit sont purement syntaxiques, ce sont des �equations logiques (ausens de logique �equationnelle).Dans notre approche bas�ee sur la construction de domaines, on adopte directement unpoint de vue s�emantique, en se pla�cant imm�ediatement dans une cat�egorie "concr�ete"(SET, CPO ...). On ne peut donc pas imposer d'�egalit�e entre �eches comme dans lacat�egorie syntaxique S.On contourne le probl�eme en d�e�nissant une �equation comme deux �eches f; g : X ! A.On dit ensuite qu'une alg�ebre (B; b) satisfait l'�equation (f � g) si hB � f = hB � g, o�uhB : A! B est l'homomorphisme initial de (A; a) dans (B; b).Les �equations que l'on �ecrit ne sont donc pas des �equations au sens logique, il s'agit seule-ment d'�egalit�es s�emantiques v�eri��ees a posteriori.En r�esum�e, la th�eorie des esquisses permet de distinguer syntaxe et s�emantique, de con-struire des termes inductivement et d'�ecrire des �equations d'un point de vue syntaxique.Notre approche d�ecrit des domaines s�emantiques de fa�con r�ecursive, et les "�equations"que nous consid�erons ne sont pas des �equations au sens de la logique. En ce sens, on estplus proche de la programmation fonctionnelle que de la sp�eci�cation alg�ebrique.4.6 ExempleAvant de donner un exemple de F-E-alg�ebre, rappelons quelques propri�et�es des produits:pour tout objet A et A0 on note p1 : A�A0 ! A et p2 : A�A0 ! A0 les deux projections.On a les �egalit�es: p1 � < f1; f2 > = f1p2 � < f1; f2 > = f2< f1; f2 > � h = < f1 � h; f2 � h >< f1 � p1; f2 � p2 > = f1 � f2(f1 � f2) � < g1; g2 > = < f1 � g1; f2 � g2 >On peut g�en�eraliser le produit binaire �a un produit n-aire. Pour n = 3, on note les troisprojections p1, p2, et p3. On obtient les �egalit�es:pi � < f1; f2; f3 > = fi; i = 1; 2; 3< f1; f2; f3 > � h = < f1 � h; f2 � h; f3 � h >



4.6. EXEMPLE 85Venons en maintenant �a notre exemple. On note N l'ensemble des entiers naturels. Oncherche �a d�e�nir le type abstrait des listes d'entiers naturels de la fa�con suivante: ona la liste vide, la liste �a un �el�ement, et on peut concat�ener des listes. En sp�eci�cationalg�ebrique on consid�ere la signature:nil: -> listeone: N -> listeapp: (liste,liste) -> listenil est la liste vide, one(n), pour n2N est la liste �a un �el�ement, et app(l1,l2) estla concat�enation des listes l1 et l2. On doit en plus sp�eci�er que nil est un �el�ementneutre pour la concat�enation, et que la concat�enation est associative. On ajoute donc les�equations:app(nil,x) = x (1)app(x,nil) = x (2)app(app(x,y),z) = app(x,app(y,z)) (3)On va maintenant d�e�nir la même chose dans le cadre cat�egoriel. Pour cela, on d�e�nit lefoncteur F :Pour tout objet W : F (W ) = 1 +N +W �WPour toute �eche w: F (w) = id1 + idN + w � w.On appelle (A; a) l'alg�ebre initiale de la cat�egorie des F-alg�ebres.1NA� A F (A) AHHHHji1 -i2����*i3 -a
Pour des questions de lisibilit�e, on pose:a � i1 = NilA : 1! Aa � i2 = OneA : N ! Aa � i3 = AppA : A� A! A1 est l'objet terminal. Pour tout objet W , soit tW l'unique �eche de W vers 1. La �echetW repr�esente la fonction qui prend un argument de type W et rend l'unique �el�ement de1. Par exemple NilA � tA : A ! A est la fonction constante qui renvoie toujours la listevide.



86 CHAPITRE 4. EQUATIONSOn �ecrit les trois �equations sous forme fonctionnelle:E : AppA � < NilA � tA; idA > � idA (1)AppA � < idA; NilA � tA > � idA (2)AppA � < AppA � < p1; p2 >; p3 > � AppA � < p1; AppA � < p2; p3 >> (3)On peut visualiser l'�equation (1) par le diagramme:
A
1

A
A

A� A A
� tA

?NilA ������NilA � tA@@@@@RidA
@@@@@I p1
�����	 p2-<NilA � TA; idA> -AppA

Soit (M;m) une F-alg�ebre. Posons, comme on l'a fait pr�ec�edemment:m � i1 = NilM : 1!Mm � i2 = OneM : N !Mm � i3 = AppM :M �M !MSoit hM l'unique homomorphisme de (A; a) dans (M;m).hM v�eri�e les �egalit�es: hM � a = m � F (hM)F (hM) � i1 = i1F (hM) � i2 = i2F (hM) � i3 = i3 � (hM � hM)Les trois derni�eres �egalit�es proviennent des propri�et�es du foncteur somme. Tout cela estr�esum�e sur le diagramme:



4.6. EXEMPLE 87

1 N A�A F (A) A-i1�������1i2�����i3 -a
1 N M�M F (M) M-i1�������1i2�����i3 -m6id1 6idN 6hM�hM

6F (hM) 6hM

On en d�eduit les �egalit�es suivantes:hM �NilA = NilM (M1)hM �OneA = OneM (M2)hM �AppA = AppM � (hM � hM) (M3)En e�et:hM �NilA = hM � a � i1 = m � F (hM) � i1 = m � i1 = NilMhM �OneA = hM � a � i2 = m � F (hM) � i2 = m � i2 = OneMhM � AppA = hM � a � i3 = m � F (hM) � i3 = m � i3 � (hM � hM) = AppM � (hM � hM)Supposons que (M;m) satisfait les �equations, c'est-�a-dire: pour toute �equation (f � g),on a: hM � f = hM � g.Si on suppose de plus que hM est un homomorphisme surjectif ((M;m) alg�ebre engendr�ee),on a:AppM � < NilM � tM ; idM > = idM (10)AppM � < idM ; NilM � tM > = idM (20)AppM � < AppM � < p1; p2 >; p3 > = AppM � < p1; AppM � < p2; p3 >> (30)



88 CHAPITRE 4. EQUATIONSMontrons seulement l'�egalit�e (10):hM � AppA � < NilA � tA; idA > = hM ((M;m) v�eri�e l'�equation (1))) AppM � (hM � hM) � < NilA � tA; idA > = hM (M3)) AppM � < hM �NilA � tA; hM � idA > = hM (Propri�et�e du produit)) AppM � < NilM � tA; hM > = hM (M1)) AppM � < NilM � tM � hM ; idM � hM > = hM (tA = tM � hM carla �eche A! 1 est unique)) AppM � < NilM � tM ; idM > � hM = hM (Propri�et�e du produit)) AppM � < NilM � tM ; idM > = idM (hM surjectif)Remarquons que si les trois �egalit�es (10), (20), et (30) sont v�eri��ee, alors (M;m) satis-fait les trois �equations (même si hM n'est pas surjectif).On a vu dans ce chapitre qu'il y a une alg�ebre initiale dans la cat�egorie des F-alg�ebres quisatisfont les trois �equations: (A�; a�). Cette alg�ebre mod�elise le type des listes d'entiers.D�e�nissons une autre alg�ebre (R; r) par:� R = A�� r : 1 +N + A� � A� ! A�r � i1 = NilA� = NilRr � i2 = OneA� = OneRr � i3 = AppA� � < p2; p1 >= AppROn montre que (R; r) satisfait les �equations.Il su�t de montrer que:1: AppR � < NilR � tR; idR > = idR2: AppR � < idR; NilR � tR > = idR3: AppR � < AppR � < p1; p2 >; p3 > = AppR � < p1; AppR � < p2; p3 >>1. AppR � < NilR � tR; idR > =AppA� � < p2; p1 > � < NilA� � tA�; idA� > =AppA� � < p2 � < NilA� � tA� ; idA� >; p1 � < NilA� � tA� ; idA� >> =AppA� � < idA�; NilA� � tA� > = idA�2. De même:AppR � < idR; NilR � tR > =AppA� � < NilA� � tA�; idA� > = idA�3. Transformons la partie gauche:AppR � < AppR � < p1; p2 >; p3 > =AppA� � < p2; p1 > � < AppR � < p1; p2 >; p3 > =AppA� � < p3; AppR � < p1; p2 >> =AppA� � < p3; AppA� � < p2; p1 > � < p1; p2 >> =



4.6. EXEMPLE 89AppA� � < p3; AppA� � < p2; p1 >>Transformons de même la partie droite:AppR � < p1; AppR � < p2; p3 >> =AppA� � < p2; p1 > � < p1; AppR � < p2; p3 >>AppA� � < AppR � < p2; p3 >; p1 > =AppA� � < AppA� � < p2; p1 > � < p2; p3 >; p1 > =AppA� � < AppA� � < p3; p2 >; p1 >De plus, (A�; a�) satisfait les �equations donc:AppA� � < AppA� � < p1; p2 >; p3 > = AppA� � < p1; AppA� � < p2; p3 >>)AppA� � < AppA� � < p1; p2 >; p3 > � < p3; p2; p1 > =AppA� � < p1; AppA� � < p2; p3 >> � < p3; p2; p1 >)AppA� � < AppA� � < p1; p2 > � < p3; p2; p1 >; p3 � < p3; p2; p1 >> =AppA� � < p1 � < p3; p2; p1 >;AppA� � < p2; p3 > � < p3; p2; p1 >>)AppA� � < AppA� � < p3; p2 >; p1 > = AppA� � < p3; AppA� � < p2; p1 >>d'o�u le r�esultat:AppR � < AppR � < p1; p2 >; p3 > = AppR � < p1; AppR � < p2; p3 >>.Par cons�equent, (R; r) est une F-E-alg�ebre. Comme (A�; a�) est initiale dans lacat�egorie des F-E-alg�ebres, il existe un unique homomorphisme h de (A�; a�) dans (R; r),c'est-�a-dire tel que: h � a� = r � F (h)Transformons un peu cette �egalit�e:h � a� = r � F (h) ,k = 1; 2; 3 : h � a� � ik = r � F (h) � ik ,8><>: h �NilA� = NilR = NilA� (H1)h �OneA� = OneR = OneA� (H2)h � AppA� = AppR � (h� h) (H3)Transformons la derni�ere �egalit�e:h � AppA� = AppR � (h� h)= AppA� � < p2; p1 > � (h� h)= AppA� � < p2 � (h� h); p1 � (h� h) >= AppA� � < h � p2; h � p1 > (H30)C'est homomorphisme h est la fonction reverse, qui "retourne" une liste. En style fonc-tionnel, cette fonction se programme par:



90 CHAPITRE 4. EQUATIONSreverse nil = nilreverse one(n) = one(n)reverse app(l1,l2) = app(reverse(l1),reverse(l2))Cela correspond bien aux trois �egalit�es que l'on a obtenues.On peut montrer que l'on a bien: h � h = idA�Pour cela, il su�t de montrer que h � h : A� ! A� est un homomorphisme. En e�et, idA�est �egalement un homomorphisme, et comme (A�; a�) est initiale, cet homomorphisme estunique. Il su�t donc de montrer que:h � h � a� = a� � F (h � h)Cette �egalit�e est �equivalente aux trois �egalit�es suivantes:1: h � h �NilA� = NilA�2: h � h �OneA� = OneA�3: h � h � AppA� = AppA� � ((h � h)� (h � h))1: h � h �NilA� = h �NilA� (d'apr�es l'�egalit�e H1)= NilA� (d'apr�es l'�egalit�e H1)2: h � h �OneA� = h �OneA� (d'apr�es l'�egalit�e H2)= OneA� (d'apr�es l'�egalit�e H2)3: h � h � AppA� = h � AppA� � < h � p2; h � p1 > (�egalit�e H30)= AppA� � < h � p2; h � p1 > � < h � p2; h � p1 > (�egalit�e H30)Calculons < h � p2; h � p1 > � < h � p2; h � p1 >:< h � p2; h � p1 > � < h � p2; h � p1 > =< h � p2 � < h � p2; h � p1 >; h � p1 � < h � p2; h � p1 > =< h � h � p1; h � h � p2 > =(h � h)� (h � h)Par cons�equent:h � h � AppA� = AppA� � ((h � h)� (h � h))h � h est donc bien un homomorphisme, et par cons�equent:h � h = idA�



ConclusionIl existe di��erentes approches pour construire des types abstraits: en particulier la sp�eci�-cation alg�ebrique et la th�eorie des domaines, qui o�rent des fondements th�eoriques pourl'�elaboration et la preuve de programmes. Notre travail a consist�e �a �etudier la sp�eci�cationde types abstraits dans le cadre cat�egoriel de Plotkin, Smyth et Wand, en essayantd'appliquer certaines id�ees issues de la sp�eci�cation alg�ebrique. Nous avons notammentintroduit la notion d'�equation et d'alg�ebre satisfaisant un ensemble d'�equations dans ceformalisme. Nous avons montr�e qu'il est possible de d�e�nir une alg�ebre initiale dans lacat�egorie des alg�ebres satisfaisant des �equations, ce qui permet de donner une s�emantique�a des types abstraits non libres.De nombreux points restent �a �etudier. D'abord nous n'avons pas montr�e que cetted�e�nition d'alg�ebre initiale est possible dans les cat�egories SET et CPOS. Dans SET, laconstruction ne devrait pas poser de probl�eme, puisqu'un co�egalisateur est simplement unquotient par une relation d'�equivalence. Par contre, il faudrait montrer que la cat�egorieCPOS a des co�egalisateurs. Cela doit être possible en construisant un quotient, puisen compl�etant en ajoutant toutes les bornes sup�erieures de chaines croissantes, ceci a�nd'obtenir un CPO. Il faudrait aussi montrer que tous les foncteurs "utiles" conservent lessommes et les co�egalisateurs.D'autre part, nous n'avons donn�e pratiquement aucune application. Nous avonsuniquement examin�e des types abstraits tr�es simples et des structures de contrôle triviales.Il reste maintenant �a construire des exemples plus convaincants. On pourrait �egalement�etudier des types abstraits param�etr�es, tr�es utiles en programmation.En�n nous avons travaill�e dans deux formalismes: sp�eci�cation alg�ebrique et th�eoriedes cat�egories. Nous avons fait quelques comparaisons informelles entre ces deux d�emar-ches, et expliqu�e certaines id�ees de l'approche cat�egorielle dans le cadre alg�ebrique. Ilserait int�eressant d'analyser de fa�con plus syst�ematique le rapport entre ces deux ap-proches.
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