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Résumé

On commence par introduire le Ak-calcul, extension du A-calcul avec contrdle, dont les régles
de typage étendent la correspondance entre preuves et programmes a la logique proposition-
nelle classique. On rappelle ensuite le formalisme de la réalisabilité qui fournit des modeles de
la logique propositionnelle permettant d’étudier le comportement calculatoire que spécifient les
types. Dans ce cadre, on montre que certaines tautologies de la logique classique spécifient des
mécanismes comparables a des structures de contrdle plus ou moins familieres en programma-
tion. De plus, on montre comment le calcul peut étre enrichi par des combinateurs qui réalisent
ces tautologies tout en faisant gagner de 'expressivité au calcul.
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Introduction

Cette étude se place dans une extension du A-calcul dans laquelle on dispose d"une notion
explicite de controle global. Dans le A-calcul classique, on définit I’évaluation des termes par la
relation de [3-réduction; cette relation étant confluente, toutes les stratégies de réduction sont
équivalentes. Le contrdle permet quant a lui d’agir sur le processus de réduction, en autorisant la
mémorisation et la restitution de termes dans un état particulier. Plusieurs extensions du A-calcul
ont été proposées pour permettre un tel contréle. Parmi elles, le Au-calcul de Parigot [5] a été tres
étudié. Un autre approche est le Ac-calcul, introduit par Griffin [3], qui formalise I'introduction
dans le langage Scheme de l'opérateur call-with-current-continuation. Le calcul utilisé ici est le Ak-
calcul, défini en détail dans la section 1.1, qui est en fait une reformulation du Ac-calcul. Ces
modeles de calcul, tous fondamentalement équivalents, sont associés chacun a un systéme de
réduction particulier, en général fondé sur une machine virtuelle spécifique.

L'intérét d’une telle extension du calcul ne réside pas tant dans 'expressivité du calcul lui-
méme (on ne peut bien siir rien calculer de plus qu’avec le A-calcul) que dans I'enrichissement
qui en découle dans le typage. En effet, 'introduction du contrdle dans le calcul permet d’étendre
la correspondance de Curry-Howard au cadre de la déduction naturelle classique, alors que le
A-calcul se restreignait au cadre intuitionniste. Pour étudier les modeles de la déduction naturelle
engendrés par le A-calcul avec controle, on utilise ici la théorie de la réalisabilité, présentée en
section 1.2. Elle se révele étre un outil efficace pour la construction systématique de preuves de
spécification. On entend par spécification le probleme général consistant a étudier le comportement
calculatoire commun de toutes les preuves d"un théoreme donné (voir section 1.2.3). Ce probleme
a été étudié dans différents systemes de types, pour 'étude de différentes théories logiques, dont
notamment I’arithmétique de Peano ou la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel [4].

On se pose ici le probleme de la spécification, non dans une théorie logique particuliére, mais
dans le cas de certaines tautologies de la logique classique. On se place donc dans une théo-
rie purement propositionnelle. Les tautologies étudiées sont explicitement classiques, c’est-a-dire
fausses en logique intuitionniste. Comme le passage a la logique classique se fait en introduisant
les instructions de controle, ces tautologies spécifient des structures de controle, que 1’on cherche
ici & comprendre et a relier a des constructions connues en programmation. Dans le chapitre 2,
on s’intéresse aux tautologies dites disjonctives; le cas simple du tiers-exclu s’avere spécifier une
structure rappelant le traitement des exceptions dans certains langages, et le cas général en est
en fait assez proche. Dans le chapitre 3, on étudie ensuite des tautologies sous forme disjonc-
tive ; celles-ci engendrent des comportements plus complexes, qui manquent pour l'instant d"une
interprétation calculatoire bien claire.
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Chapitre 1

Modele de calcul

Dans ce premier chapitre, on présente le cadre calculatoire dans lequel se place 1'étude qui
suit. On va dans un premier temps introduire le Ak-calcul, typé dans le systéme F enrichi pour
le typage des instructions de contrdle. On présente ensuite le formalisme de la réalisabilité telle
qu’elle s’applique au Ak-calcul pour la construction de modeles a partir du typage.

1.1 Le Ak-calcul

L’extension du A-calcul dans laquelle on se place dans cette étude est le Ak-calcul, qui est
essentiellement une reformulation du Ac-calcul introduit initialement par Griffin [3].

1.1.1 Termes et réductions

Pour introduire la notion de contrdle dans le A-calcul, il faut pouvoir identifier précisément
I'état d’un terme dans le processus de réduction, c’est-a-dire qu’il faut que dans tout terme ré-
ductible on puisse identifier la prochaine réduction a effectuer. Pour cela, on introduit un concept
de pile, qui représente les arguments du programme. Le calcul ne consiste plus alors a réduire
un terme par $-réduction, mais a réduire un terme sur une pile, par un systéme de regles un peu
plus élaboré.

Définition 1 (termes, piles, exécutables)

On définit inductivement I'ensemble A des termes et I’'ensemble T1 des piles par :

termes: t:=x| (£)t| Ax.t | kx.t | ky
piles: mu=c¢|t-m

ot1 x est élément d'un ensemble dénombrable V des variables, et ot ¢ représente la pile vide.
On appelle exécutable tout élément de A x T1, et on notera t * 7 au lieu de (¢, 7).

Dans ce contexte, le calcul est défini par réduction sur les exécutables ; la réduction aura tou-
jours lieu en téte, c’est-a-dire sur le membre gauche de 1'exécutable. Le systeme de réductions
utilisé est déterministe, il définit un calcul en appel par nom. Les régles de réduction sont les



suivantes :

[push] (Nuxm = txu-m

[popl Axtsxu-m > tu/x]xm

[save] kx.txm = tlky/x] %
[restore] kp*xt-7' = txm

On pourrait aussi présenter ces réductions sous la forme d’une machine abstraite a base d’envi-
ronnements, comme la KAM pour le Ap-calcul, mais ce n’est pas le propos ici.

Les termes k sont des continuations, c’est-a-dire qu’ils servent a sauvegarder les piles. Bien
que ce calcul fasse des continuations des objets de premiére classe, on ne s’autorisera pas a les
écrire explicitement dans un terme. On dira donc qu'un terme est pur s’il ne contient pas de k.

1.1.2 Typage

Pour le typage, on se place ici dans le systéme F étendu au Ak-calcul, c’est-a-dire que l'algebre
des types se définit inductivement par

Tu=X|1T—1|VX"T

Dans le cadre logique, les types correspondent naturellement aux formules du calcul des pré-
dicats. Par conséquent, selon le contexte, on parlera indifféremment de type ou de formule pour
désigner les éléments de cette algebre.

Les regles de typage sont celles du A-calcul, auxquelles on ajoute la régle du k qui correspond
du point de vue logique a la loi de Peirce :

axiome : _—
Nx:AFx: A
'-t:A— B Nr-u:A
application :
I (t)u:B
Nx:AFt:B

abstraction :

'tAx.t: A— B

) . Nx:A—BFt:A

continuation :

N-«kxt: A

FrHt:A X ¢FV(D
FHt:VXA

introduction du quantificateur :

NEt:VXA
élimination du quantificateur : —_——
I't:A[B/X]

Naturellement, ces regles ne permettent donc de typer que des termes purs. En fait, on n’aura pas
besoin ici de toute 'expressivité du systeme F, mais on utilisera plutdt un sorte de systéeme de
types simples enrichi avec une constante L qui représente 1’absurde.

1.1.3 Equivalence avec les calculs similaires

11 existe d’autres extensions du A-calcul dans lesquelles une notion de contréle est introduite.
Les formalismes varient un peu mais tous ces calculs sont essentiellement équivalents, chacun



pouvant simuler les autres.

En particulier, on montre facilement que le Ak-calcul est équivalent au Ac-calcul, introduit par
Griffin [3] en 1990. En effet, dans le Ac-calcul, la loi de Peirce est posée comme un axiome en tant
que type du terme cc, et la regle de réduction est

ccxt-m = txkg-m

donc sil’on pose
cc = Afkx.fx

on a bien un terme du bon type et dont la réduction est identique (au nombre de pas de réduction
pres). Réciproquement, le passage du Ac au Ak se fait en posant

kx.t — cc(Ax.t)

On verra par la suite que cette fagon d’introduire la loi de Peirce par un Ax-terme est en fait
la seule possible a équivalence pres. Le fait d'utiliser ici le lieur « au lieu de la constante cc est
essentiellement un choix cosmétique qui met simplement en évidence la dualité entre abstraction
sur les termes et abstraction sur les piles.

Le Ak-calcul est aussi équivalent au Ap-calcul, introduit par Parigot [5] en 1992, dans sa forme
stricte o1 seule la construction pa|[f]t est autorisée. En effet on peut transformer un Ak-terme pur
en Au-terme par la transformation

kx.t — pola)(Ax.t) (Ay.uBa]y)

dont on vérifie qu’elle conserve le typage ainsi que la réduction des exécutables'. Pour la traduc-
tion réciproque, on considére simplement les u-variables comme des variables de termes (dont
on sait qu’elles représenteront des continuations). Alors la transformation

pe[Blt — ke (B)t

suffit & obtenir le résultat, et on vérifie que le typage est conservé et que les réductions sont équi-
valentes.

1.2 Réalisabilité

Rappelons maintenant le formalisme de la réalisabilité, telle qu’elle est définie par Krivine, et
que l’on utilisera ensuite pour étudier les tautologies.

1.2.1 Définitions

On suppose défini un ensemble 1L d’exécutables, clos par anti-réduction. On comprend L,
I'ensemble des observables, comme I'ensemble des bons exécutables, dans un sens que 1’on définira
selon le besoin. On pourra parfois imposer plus de conditions sur cet ensemble.

L’idée est que I'on ne peut pas, en général, étudier un programme (c’est-a-dire un terme) dans
I'absolu, mais que 'on ne peut qu’étudier son évaluation pour des données d’entrée particulieres
(c’est-a-dire sur une pile particuliere). La propriété que 'on observe est alors le fait que I’exécution
aboutisse ou pas dans I'ensemble _IL. C’est alors par le choix de L que I'on décide quelle propriété
est & observer.

1L’évaluation des Ap-termes est définie sur une machine abstraite différente, mais en adaptant les réductions d"un

formalisme vers l'autre, on vérifie bien 1'équivalence voulue.



11 est alors naturel de se demander, pour un programme donné, quelles sont les données pour
lesquelles le programme se comporte bien, c’est-a-dire quel est 'ensemble des piles qui, appli-
quées a un terme donné, font un exécutable de L. La question duale est de savoir quels sont les
programmes qui se comportent bien sur des données particulieres. La formalisation de cette idée
est la notion d’orthogonal suivante :

Définition 2 (orthogonal)

Pour un ensemble X C A de termes, on note X- = {7 |Vt € X, (t, ) € 1L},
et pour un ensemble Z C TI de piles, on note Z- = {t | Vm € Z, (t, ) € 1L }.

Cet opérateur est effectivement un orthogonal, au sens o1 tout ensemble est inclus dans son
bi-orthogonal, i.e. X C Xt pour tout X, et tout orthogonal est égal au tri-orthogonal correspon-
dant, i.e. Xt = X4 pour tout X. De plus, on a des propriétés de monotonie : pour A C B, on
a BL C AL, pour les termes comme pour les piles.

On construit maintenant, pour chaque L, un modele de la théorie logique que définit notre
systéme de types. Les objets que I'on considere ici comme des valeurs de vérité sont les ensembles
de piles :

Définition 3 (valeur de vérité)

Soite : V. — P(IT) un environnement, on définit la valeur de vérité [A], d’une formule (i.e.
d’un type) A inductivement par les regles suivantes :

[X]e = e(X
VX A[X]], = UzcomlAlez/x
[A—B] = [A]"[B]

Pour les formules closes, on s’autorisera a écrire [A] car la valeur de vérité d’une formule close
est indépendante de I’environnement. De cette notion, on déduit celle d’interprétation, qui en est
en fait 'orthogonal :

Définition 4 (interprétation)

On appelle interprétation d’une formule A dans un environnement e donné et pour un AL

donné I'ensemble de termes |A|, = [A]}*.

Définition 5 (réalisation)

On dit qu’un terme t réalise une formule A (dans un environnemente : V. — P(IT) donné), et
onnotet |-, A, lorsquonat € |Al,.

Une fois de plus, dans le cas de formules closes, on s’autorisera a écrire l'interprétation |A| et la
réalisation ¢ I A car la relation est alors indépendante de 1’environnement.

1.2.2 Lemme d’adéquation

On a donc défini deux relations entre termes et types : d’une part 'inférence de type - 1t: A
et d’autre part la réalisation ¢ I, A. Le lemme d’adéquation prouve l'inclusion de la premiere
relation dans la seconde :



Théoréme 1
Si le jugement xq : Ay,...,x, 1 Ay =t : B est dérivable, alors pour toute valeur de 1L, tout

environnement e : V. — P(I1), tous termes t; € |Aqle ...ty € |Ay|. et toute pile m € [B],,
t[tl/xl,...,tn/xn} *«me L.

Démonstration: La preuve se fait par induction sur la dérivation de typage. On note I' 'environnement
de typage x1 : A1,...,Xxn : An et on suppose choisis 'environnement ¢ : V — P(IT) et les termes
t; € |Ajle. Onnote f pour ¢ty /x1, ..., tn/Xn].

axiome lejugementestdelaformex: AF x: A, doncsit € |Ale, par définition ¢ * 7 est élément L
pour toute pile 7z de [A],;

application soient t et u telsque ' -t : A — Betl I u : A soient dérivables. Par hypothese
d’induction, on a donc f € |A — B|. et i € |Ale. Soit w € [B],, par définition [A — B, =
|Ale - [B]e donc ii - 7 est élément de [A — B],, et par conséquent f * i - 77 est élément de L, et
comme L est clos par anti-réduction on a bien (H)u*mw € AL ;

abstraction supposons T, x : A |-t : B dérivable. Alors, par hypothese d’induction, pour tout terme
u € |Al. et toute pile 7 € [B], on a flu/x] x m € I, d’out par anti-réduction Ax.txu -7 € A
Comme l'ensemble {u - 7 | u € |Ale, 7 € [Ble} est, par définition, égal a [A — B, on a bien le
résultat voulu ;

continuation sil,x: A — B t: A est dérivable, pour tout u € |A — B, et toute pile 7w € [A], on
a par hypothese d’induction f[u/x] * w € 1. Comme kx.t % 7 se réduit en t[k,/x] * 7, il suffit
de prouver que k, est élément de |A — B|, pour obtenir le résultat. Soit donc u - 77’ une pile
de [A — BJ,, cest-a-dire telle que u € |Al. et ' € [Ble. kr * u - 7’ se réduit alors en u * 7, or
m € AL donc u * 7 est élément de L, et par anti-réduction on a bien kr xu - 7’ € 1, d’ou
kr € [A — B],, etdonckx.t € |Al¢;

quantification supposons I' - t : A[X] dérivable, X n’étant pas parmi les variables libres de T.
Par hypothese d’induction, on prouve donc que pour tout environnement ¢/, toute pile 7 de
[A[X]] et tous termes t; € |Aj|y, ona t[t)/x1,...,t,/xy] % m € AL. Soit alors une pile 7 de
[VX A[X]],. Il existe donc une partie Z de IT telle que 7 soit élément de [A[X]] e[z/x]- Comme X
n’apparait pas dans les | 4;|, ceux-ci sont indépendants de la valeur de e(X), et chaque terme ¢;
est élément de | 4|,z /x), donc 'hypothese d’induction peut s’appliquer et on a bien £+ 7 € 1L

Enfin, le cas de I’élimination du quantificateur est trivial. |

En corollaire, on a donc le cas particulier suivant, dont on remarque qu’il ne s’applique qu’a
des formules closes :

Lemme 2 (lemme d’adéquation)

Si b t: A estdérivable, alorst |- A est vérifié pour tout L.

1.2.3 Probleme de la spécification

Le probléme de la spécification consiste a chercher le comportement que spécifie un type donné,
c’est-a-dire le comportement commun a tous les termes d"un type particulier.

La réalisabilité est un outil tres puissant pour aborder le probleme de la spécification. On peut
par exemple l'utiliser pour prouver facilement le résultat suivant :

Proposition 3 (spécification de l"identité)

Si Ft:VX(X — X) est dérivable, alors pour tout terme a et tout pile 71, t x a - 7w = a * 7.




Démonstration: Appelons I le type VX (X — X).Soit t un terme tel que + ¢ : I soit dérivable. D’apres le
lemme d’adéquation, on sait donc que ¢ réalise I, c’est-a-dire que pour toute valeur de L et toute pile
7 de I, 'exécutable  * 77 est dans L. Soient alors 4 un terme quelconque et 7 une pile quelconque.
Si 'on définit Il comme la cloture par anti-réduction de {a * 7}, 'ensemble I'- contient |X]| - X
pour toute valuation de X'-. Si I'on choisit X = {7}, comme a* 7 € Il onaa € |X|, dou
a-mell ettxa-me 1, et par définition de L ceci signifie que t * a - 7t se réduit en a * 7. |

La méthode employée dans la preuve est en fait assez générale : on définit Il comme 1’en-
semble des exécutables qui se réduisent de la facon voulue (donc ici qui se réduisent vers une va-
leur particuliere), et on prouve que tous les termes qui réalisent le type considéré se comportent
bien lorsqu’ils sont appliqués a des données de la bonne forme.



Chapitre 2

Tautologies disjonctives

On se pose ici le probleme de la spécification pour des tautologies classiques, c’est-a-dire ex-
plicitement non intuitionnistes. Le passage de la logique intuitionniste a la logique classique dans
le typage a nécessité I'introduction d'une notion de controdle dans le calcul, en conséquence les
tautologies purement classiques vont spécifier des structures de controle, faisant apparaitre des
mécanismes voisins de ceux que 1’on rencontre dans les langages de programmation [1, 2].

2.1 Loi de Peirce

Le cas de la loi de Peirce, par exemple, a été évoqué dans I'équivalence entre le Ak-calcul et le
Ac-calcul, en montrant que le terme cc la réalisait. En notant P = VA(((A — L) — A) — A),on
peut en fait prouver que tout Ak-terme qui réalise P se comporte comme cc. L'énoncé précis est le
suivant :

Proposition 4 (spécification de la loi de Peirce)

Soit c tel que F ¢ : P soit dérivable. Quels que soient la pile 7t et les termes f et a tels que
pour tout a on ait f * - 7w = o a - 7' pour une certaine pile 7', I'exécutable c * f - 7 se réduit
ena .

Démonstration: Soient un terme ¢, une pile 77 et deux termes f et a vérifiant les conditions ci-dessus.
Posons pour L la cloture par anti-réduction de {a % 71} et pour A le singleton {7r}. Par définition, on
aalors a € |A|. Pour tout élément « de |[A — L[, par hypothese f * & - 7 se réduit en un a x a - 7.
Comme (A — 1)1 = |A|-TT, cet exécutable est dans I, donc f * & - 7w également, d’ot1 f € |(A —
1) — A|. Comme 7t € A par définition, la pile f * 77 est élément de (((A — 1) — A) — A)L, et
donc de PL. Comme c est élément de |P| en vertu du lemme d’adéquation, c * f - 77 est alors élément
de 1L, ce qui signifie qu’il se réduit en a * 7. u

Ceci signifie en fait que si la fonction f met son argument en téte sur une pile non vide (ce que
garantit le typage), c * f - 77 se comporte comme f * k,; - 77, or si f ne met pas son argument en téte,
le résultat est trivial, donc cette proposition a bien le sens que 1’on veut lui donner.

10



2.2 Le tiers-exclu

Le tiers-exclu, sous forme disjonctive, s’écrit VA(—A V A). Sa reformulation dans notre frag-
ment du systéme F s’écrit alors :

T =VAYB(-A—B)— (A—B)—B

ol 7 A est synonymede A — 1 etdoncde A — VX X.

Un terme de type —A est un terme qui, appliqué a un terme de type A, donne un objet de
n’importe quel type. Il est facile de voir que, puisque le systeme de typage utilisé est cohérent,
aucun terme pur ne peut avoir cette propriété des que le type A est habité (et donc vrai d"un point
de vue logique). Par conséquent, un terme de type ~A — B ne peut étre appliqué qu’a un objet
contenant une continuation, c’est-a-dire un objet produit en utilisant un «.

2.2.1 Réalisation par un Ak-terme

Le type T est une proposition prouvable en logique classique, il existe donc des termes qui la
réalisent. Considérons par exemple :

Mt = Af Ahkx.f(Ay.x(hy))

Ce terme a T pour type, selon la preuve suivanteoul’'=x:B —-C,h: A—B,f: (A—C) — B:

'h:A—B T,y:AFy:A

'x:B—=C Iy:A-hy:B
Iry:AFx(hy):C
r-f:(A—C)—B ' Ayx(hy):A—C

't f(Ay.x(hy)) : B
h:A—B,f:(A—C)— BlFkx.f(Ay.x(hy)) : B
f:(A—C)— BF Ahkx.f(Ay.x(hy)) : (A — B) — B
F AfAhkx.f(Ay.x(hy)) : (A—C) - B) - (A— B) — B

Etudions le comportement de ce terme Mr. Pour tous termes f et & et tout pile 77, on a
Mrsf-h-m>fxap -7

en posant &y, » = Ay.(kx(hy)). Dans le cas ou1 la réduction met ensuite ay, , en téte, le typage
garantit que la pile sur laquelle il se trouve n’est pas vide, et la regle qui s’applique est

appka-m =hxa-m

En considérant ce comportement avec un ceil de programmeur, on reconnait une sorte de
structure d’exception. On commence par évaluer f (le corps) avec en argument ay, ,, (I’exception).
Si cette évaluation met ay, , en téte (leve 1’exception) sur une pile avec un terme a au sommet (la
donnée passée a 1’exception), on évalue h (le gestionnaire d’exception) avec a en argument sur la
pile 7t (dans le contexte de départ). La différence avec les exceptions telles qu’on les trouve par
exemple dans Caml est qu’ici le mécanisme est correctement typé (en effet, I’opérateur raise, qui
a le type absurde exn — «, est un artifice qui sert a permettre le typage des exceptions), assurant
que toute exception est rattrapée car il s’agit d’un mécanisme local. Ceci dit, la comparaison avec
Caml est a considérer avec prudence, car ce langage fonctionne en appel par valeur, alors que
notre calcul est a appel par nom.
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2.2.2 Spécification

On peut montrer que ce que spécifie le type T est en fait le comportement de Mt ou un com-
portement symétrique :

Proposition 5 (spécification du tiers-exclu)

Soit ¢ un terme tel que + c : T soit dérivable. Pour tous termes f, h et a et pour toutes piles
m, s et m, pour lesquels

- pourtoutwx, fxo - > ok a7y,

— pourtouto, hxa -7~ a* 7y,
c* f-h- 7 seréduitenax m,.

Démonstration: Supposonsc, f, h, a, 7, if et 7, définis selon I’énoncé. Définissons L. comme la cloture
de {a* m,}, et posons A = {m,} et B = {m}. Pour tout « de |A|, a x 7, € Il implique h*ox- w € AL,
donc  est élément de |[A — B|. De méme, pour tout a de |[~A|onaaxa-m € 1 cara € |A,
d'ou f*a-m € 1, ce qui prouve f € [-A — B|. Par conséquent, comme c est élément de |T| par
adéquation, ¢ x f - I - 7T est élément de L, donc il se réduit en a * 71,. |

Ceci dit, les termes de type T peuvent se comporter différemment de Mr. On peut en effet
donner une définition symétrique :

N1 = Af Ah.kx.h(ky.x(fy))

Le comportement de Nt est alors symétrique dans la mesure ou1 il évalue h avant f, selon les
regles

NT*f~h'7T - h*ﬁf,ﬂ'.ﬂ
/3f,7r*7r/ = fxky-m

C’est-a-dire qu’au lieu de passer une donnée de f a I, on passe une continuation de /1 a f.

On peut tenter d’expliquer intuitivement ce comportement en disant que Nt évalue / avec en
argument S ; (sorte de co-exception). Si h met f3 .= en téte (demande une valeur), f est évaluée
dans le contexte initial avec en argument la pile ou se trouvait ¢ , (le point ot I'évaluation de
h s’est interrompue). f peut alors soit ignorer cette continuation, soit I'utiliser pour envoyer une
donnée a h. On retrouve d’ailleurs ici le passage de donnée de f a h.

Le calcul est manifestement différent, or la proposition 5 signifie que Mt * f - h- 7w et N * f -
h - r doivent aboutir au méme résultat. Que doit-on en penser ? Ceci signifie simplement que si
f et g mettent tous deux leur argument (quel qu’il soit) en téte, alors le résultat sera le méme, ce
dont on peut se convaincre aisément.

2.2.3 Le combinateur Cr
Reprenons les réductions de M. On avait donc
Mrxf-h-m = fxay,-m

Apoxa-m = hxa-m

Comme le terme a est issu de la réduction de f sur une pile contenant oy, -, il peut lui aussi
contenir ay, . Laréduction de 1 * a - 7w peut donc le mettre en téte, et dans ce cas on a les réductions
suivantes :

hsa-mm=a*xm = oy, xa -m
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La régle sur oy, , s’applique alors a nouveau et on a
o xa -m = hxa - m-a xmla/a]

otl la deuxiéme réduction est justifiée par le fait que la réduction de & * a - 7w est indépendante de
a jusqu’a ce que celui-ci arrive en téte, dans 1’'exécutable a * 7.

On peut donc prédire toute la réduction qui mene de hxa’ - 7 a a’ * m[a/a’]. On pourrait
l'éviter en réduisant directement o, , * a’ - 7y en a’  my[a’ /a], ce qui serait la cas si ay , avait
été remplacé par Ax.(k,, x/a)X) dans 4, mais ce terme contient une substitution a l'intérieur de la
continuation k,, ce que n’autorise pas le calcul tel que nous I'avons défini.

Introduisons alors artificiellement dans 1’algebre des termes une constante Cr ainsi qu'une
famille de termes &, avec des regles de réduction qui rendent compte de ce processus. Ici, on
va en fait ignorer la substitution qui a lieu dans la continuation k,, en introduisant les régles
suivantes :

[try] Crxf-h-m = fxoy -7
[catch] ay *a-7" > hxkxalx/oy .| -7

ot1 la variable x est naturellement supposée libre dans a. Ceci revient donc a remplacer &, ,, par
kr,, avec les notations précédentes. On n’effectue pas de substitution dans ce k, parce quune
telle opération pose des problemes de définition ; par exemple, on ne doit pas substituer x a tous
les sous-termes égaux a a, mais uniquement ceux qui sont issus de la réduction de f * o, - 77

Dans ce nouveau systéme de réductions, le combinateur synthétique Ct ne se comporte pas
de la méme fagon que M. Cependant, il réalise bien T, si 1’'on suppose quelques conditions sup-
plémentaires sur L :

Définition 6 (séquentialité)

L’ensemble d’observables 1L est dit séquentiel s’il vérifie les conditions suivantes :
1. 1 estclos par réduction,

2. sielt/x] € 1L et si la réduction de e ne place jamais x en téte, alors e[u/x] € 1L pour
toutu,

3. 1L ne contient aucun exécutable de la forme Ax.t x p.

Il reste encore a supposer que toute réduction dans L termine. Ce n’est pas fondamentalement
nécessaire, on pourrait énoncer une condition moins restrictive.

Proposition 6

Pour tout L séquentiel, le combinateur Ct réalise T.

Démonstration: Considérons un L vérifiant les conditions de séquentialité et une pile f - i - 7r de I’en-
semble T-L. Tl existe donc des ensembles de piles A et B tels que I'on ait f € [(4A — 1) — B|,
h € |A — B|etm € B.Pour prouver que Cr * f - h -  est élément de L, il suffit alors de prouver que
f*ay - mestdans 1L, ce qui est assuré si oy, , est élément de [A — L|. Considérons donc une pile
a- ' élémentde (A — L)L = |A|-TT. L'exécutable oy,  * a - 71’ se réduit en h  kx.a[x/ay, ] - 71, o par
hypotheseonah € |A — B| et € B, donc pour conclure il suffit de prouver que kx.a[x/ay, .| € |A],
sachant que a € |A| par hypothese.

Soit 77y une pile de A. La réduction de kx.a[x/ay, ] * 711 donne a[ky, /&y, -] * 71, puis deux cas se
présentent :
— soit la réduction de a * 711 ne place pas ay, , en téte, auquel cas la deuxiéme condition sur 1L
prouve que a[ky, /oy -] * 71 est élément de AL
— soit a * 7 se réduit en oy, * b - m avec b € |A|, alors alky, /oy, ;] * 71 se réduit en kr *
b[km /‘Xh,n] - 7 puis en b[km /“h,n] *7m
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Dans le deuxieme cas, on se retrouve a vouloir prouver sur b ce que 1’'on voulait prouver sur 4. Sil'on
suppose que la réduction de alky, /«y, -] * 7 termine, on a une induction bien fondée et la preuve est
terminée. ]

Moyennant un certain nombre de restrictions sur le choix des 1L, on a donc prouvé que le
combinateur Cr, qui n’est pas exprimable par un Ak-terme, était cohérent avec le reste du calcul
et du typage. Il faut cependant se demander ce qui a été perdu en restreignant la forme de L de
cette fagon.

Dans les preuves évoquées ici, on n’a jamais besoin d’utiliser de L qui ne vérifie explicite-
ment pas ces conditions, donc les résultats restent vrais dans le calcul enrichi, si on les interprete
correctement. Par exemple, dans la preuve de la proposition 3 on définissait 1. comme la cl6ture
par anti-réduction du singleton {a 7}, il faut donc maintenant considérer a la place le plus petit
1l séquentiel contenant ce singleton. Le résultat que 'on démontre est alors le suivant :

Proposition 7 (3 revisité)

Si Ft:VX(X — X) est dérivable, alors pour tout terme a et toute pile 7 tels que a * 7 ne soit
pas de la forme Ax.t * p, il existe un exécutable en lequel se réduisent t x a - 7 et a * 7.

La formulation est plus lourde, mais elle signifie essentiellement que t * a - 7 et a * 7t ont (intuiti-
vement) la méme valeur dans le Ak-calcul enrichi du combinateur Cry.

2.3 Le tiers-exclu symétrique

A titre d’exemple, étudions maintenant une autre variante du tiers-exclu. On considére la
formule qui s’écrit VAVB(A — B) V (B — A) sous forme disjonctive. Sa formulation dans les
types est donc

G =VAVBVC((A—B)—C)— (B—A)—C)—C

Cette forme est plus symétrique, et le comportement le sera aussi.

2.3.1 Spécification
Le type G spécifie un comportement un peu plus complexe que T :

Proposition 8 (spécification du tiers-exclu symétrique)

Soit c un terme tel que + ¢ : G soit dérivable. Pour tous termes f, g, a et b, et pour toutes
piles 7, i et 7ty pour lesquels on a

- pourtoutwa, fxo -7 > ok a7y,

— pour tout 3, g+ -7 = B*b-mg,
c* f - g- 7 seréduit soit en b * 7y soit en a * 7.

Démonstration: Supposons définis ¢, f, g, 4, b, ainsi que 7, 71y et 7y selon Iénoncé. On choisit pour L
la cloture par anti-réduction de {b * 717, a - 7g}. On pose ensuite A = {mg}, B = {7y}, et C = {m}.
Onadonca € |Afetb € |B|. Par conséquent, pour tout « € [A — B|,onaaxa-mp € 1, dou
fra-me 1, soit f € |[(A — B) — €|. De méme, pour tout 3 € |B — A|,ona *b-7mg € I, et
par conséquent g -7 € 1, d’'ott g € |(B — A) — €|. L'adéquation montre que c est élément de
(A —B) —€) — ((B— A) — €) — €|, par conséquent I'exécutable ¢ * f - g - 7 est élément de
AL, ce qui signifie qu'il se réduit en b * 71y ou en a * 7. u
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Ici encore, on peut construire un terme qui a G pour type. Par exemple :

Mg = Af.Ag.kx.f(Aa.x(g(Ab.a)))

Bien entendu, ce terme ne traite pas f et g de fagon symétrique. On pourrait définir un terme
ayant le comportement inverse, c’est-a-dire qui applique g a un terme contenant la continuation
courante.

Ce terme Mg réalise en fait plus que G, puisqu'il réalise la formule VAVBYC (A — B) V
(C — A). Dans un contexte ou plusieurs exécutables évoluent en parallele, on peut réaliser G
de fagon plus stricte (et plus intuitive) en implémentant un mécanisme de synchronisation entre
deux processus. On pourrait en fait réaliser G ici par un mécanisme qui simulerait 1’exécution
paralléle de deux processus.

2.3.2 Le combinateur Cg

Selon le méme principe que pour la construction de Cr a partir du tiers exclu, on peut aussi
ajouter au langage un combinateur Cg, avec des régles de réduction associées, pour obtenir une
réalisation de G. On introduit en plus de C¢ une famille de termes (3¢ ., et on définit les regles
suivantes :

Coxf-g-m = fxBgn-7
Bor*xa-m = gxAxky.aly/Bgn 7

Cette extension du calcul est construite a partir du terme Mg de la méme facon que 'extension
avec le combinateur Cr avait été construite a partir du terme Mr, en exploitant le fait que certaines
réductions sont prévisibles, et le résultat est effectivement similaire.

2.4 Généralisation

On a donc mis en évidence sur trois exemples de tautologies classiques d'une part une spé-
cification de leur comportement, d’autre part une facon de les réaliser a l'aide de combinateurs
synthétiques. On peut maintenant tenter de généraliser ces résultats.

Ces trois exemples sont en fait des tautologies disjonctives en ce sens qu’elles sont de la forme
générale suivante :

Définition 7 (tautologie disjonctive)

Une formule purement disjonctive est une formule de la forme
A:\/Ai avec Aj=Bj1— - — B, —C

ot les B; j et les C; sont des variables propositionnelles. On appelle ensemble de vérité d"une
telle formule A I'ensemble

tr(A) = {(i, j,k) | Bi,j = Cx}

Lorsque tr(A) n’est pas vide, A est une tautologie, et on parle alors de tautologie disjonctive.

On parle de formule disjonctive parce que de telles formules, en appliquant la transformation
de A — Ben ~AV B, se mettent sous la forme \/}__; ( \/;il ﬂBl-,]-) V Cj, qui est une disjonction de
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littéraux. Dans le cadre des types du Ak-calcul, on transformera plutot ces formule en implications
de la forme

((31,1—>"‘—>B1,n1—>cl)—>D)—>"'—>((Bn,1—>"‘—>Bn,nn—>Cn)_>D)_’D

I apparait alors que les deux exemples précédents se mettent sous cette forme (ce n’est pas le cas
de la loi de Peirce). En effet :
— pour le tiers exclu, A} = A — B et A = A conduisent bien a

(A—-B)—C)—(A—C)—C;
— pour le tiers exclu symétrique, Ay = A — Bet Ay = B — A conduisent a

(A—-B)—C)—(B—A)—C)—C.

2.4.1 Spécification
Ce que spécifient ces formules dans le Ak-calcul est connu [1], et s"énonce de la facon suivante :

Théoreme 9 (spécification des tautologies disjonctives)

Soit A une formule purement disjonctive et soit ¢ un terme tel que - c : A soit dérivable.
Soient des termes f; et b; j et des piles 7w et 7i; tels que pour terme a et pour tout i on ait
fixa-m = axb;y---b;y, - m (en utilisant les notations de la définition 7), alors il existe un
(i, j,k) dans tr(A) tel que c * fy - - - f,, - 7t se réduise en b; ; * 7.

Notons que cette proposition ne suppose pas que A est une tautologie. En effet, si la formule A
est fausse, par adéquation elle n’est tout simplement pas réalisable, ce qui rend la proposition
trivialement vraie.

Démonstration: Supposons que A est vraie, et donc que fr(A) n’est pas vide. Soient alors des familles
de termes f; et b; ;, une pile 7 et une famille de piles 7; vérifiant les conditions de la proposition.
Définissons L comme la cloture de {b; j 7 | (i, j, k) € tr(A)} par anti-réduction, et définissons les
valeurs de vérité des variables par [D] = {7} et [C;] = {7 | Cx = C;}. Ceci peut ne pas définir la
valeur de chaque variable intervenant dans A ; si une variable X n’apparait pas parmi les C;, on pose
[X] = @etdonc |X| = A.

Avec ces définitions, chaque b; ; appartient au |B; ;| associé, soit parce que B; ; est trivial, soit
parce qu'il existe k tel que (i, j, k) € tr(A) etdonc [B; ;] = [Cy] et b; ; x m € L. Par conséquent, pour
tout i, pour tout & € |A;| et pour toute pile 7i; € [C;], I'exécutable v - b; 1 - - - b; , - 77 est élément de
AL puisque [A;] = |Bj1]--|Bin| - [Ci], et donc f; * a - 7t est aussi dans 1L par anti-réduction, d’ott
fi € |A; — D|. Comme c réalise le type A par hypothese, onadoncc* fy---f, -7 € A, ce qui
signifie que cet exécutable se réduit en I'un des b; ; * m avec (i, j, k) € tr(A). [ ]

La formulation de cette proposition est un peu lourde, mais on voit facilement que les proposi-
tions 5 et 8 en sont des cas particuliers.

2.4.2 Combinateurs synthétiques

Selon la méme méthode que précédemment, on peut aussi définir des combinateurs artificiels
pour réaliser ces tautologies. On peut méme a nouveau introduire une liaison sur un terme pour
optimiser le calcul.

Considérons donc une tautologie disjonctive A, avec les notation de la définition 7. Considé-
rons un terme ¢ qui réalise A, en utilisant un triplet particulier (i, j, k) € tr(A). Ce qu’exprime la
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proposition 9 est que si f; et f; utilisent leur argument selon les regles

fi*a'ﬂ>ﬂ*bi,1"‘bi’ni-ﬂi
fk*a'ﬂ>a*bk,1"'bk,nk'7rk

quel que soit g, alors ¢ x f1 - - - f - 7 se réduit en b; ; * 7. Le terme ¢ se comporte donc comme le
combinateur (non optimisé) suivant :

C;"]’k*flo--fnon>-fi>koc-7r
(X*bl"’bni'7T,>fk*/\cl"’7\cnkbj'7f

Pour construire un combinateur optimisé, étudions alors la chaine de réductions suivante :

Ci[l]’k ¥ frofa-m>- fixa-m par définition
—axby-- by - par hypothese
= frxAcre - A by par définition
= Acy - Aeybjxcy - opy - e par hypotheése
~ b] * 7T
supposons > axdy - - dy, - 7"
alors > fyxd;-m par définition
puis > dj* (c1---cu - 7m)[dj/bj]  car cette réduction est indépendante de b;

Donc si a la sixiéme étape on remplacait « par un opérateur correspondant intuitivement a
)\rf((knkbj) [dj/bj])  avec d d’arité n;,

la réduction serait la méme mais en effectuant les deux derniéres chaines de réductions en une
seule étape. A nouveau, la substitution [d j/bj] pose un probleme de définition, mais si I'on rem-
place la regle de réduction de o par une version optimisée en ignorant cette substitution, on
obtient les regles
CZ]’k*f1~~~fn'7T>‘f1*(X'7T .
axby---by -7 = fix Akx.(bj[Ad(xd))/a]) - 7

avec ¢ d’arité ny et d d’arité n;. Ce combinateur, dans le nouveau systéme de réductions, est valide
sous les mémes conditions que dans le cas particulier du tiers-exclu évoqué plus haut :

Théoreme 10 (validité des combinateurs synthétiques)

Soit A une tautologie disjonctive, soit (i, j, k) un élément de I'ensemble de vérité tr(A). Pour
tout 1l séquentiel, le combinateur C;"] ¥ réalise A.

Démonstration: Considérons un L vérifiant les conditions de séquentialité et une pile f; - - - f;, - 7t de
'ensemble A-. Il existe donc une valuation des variables de A telle que 1’on ait fp € |Ap — D| pour
chaque p et 7 € [D]. Pour prouver que C;’l] Ko f - 7 est élément de 1L, il suffit alors de prouver que
fi*a-mestdans A, ce qui est assuré si « est élément de |A;|, c’est-a-dire si

a € [Bjg — = Biy, — C.
Considérons donc une pile by - - - by, - 71’ élément de [A;] = |B;1] - - - |B;,| - [C;]. On a donc la réduc-

tion .
axby---by -7 = fiox ACkx.(bj[Ad(xd;) /) - 70
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or par hypothése on a f; € |Ay — D| et m € [D], donc pour conclure il suffit de prouver que
ACkx.(bj [Atf(xdj)/oc}) est élément de | Ay|, donc que

-

AE'Kx(b][Ad(xd])/zx]) S |Bk,1 — s — Bk,nk — Ck|/

sachant que b; € [B; j|, donc b; j € [Cy|, par hypothese.

Soit ¢1 - - - ¢y - 1 une pile de [Ay]. La réduction de AC.kx.b;[Ad(xd;)/a] sur cette pile donne
bj [Ad(kr,d j)/a] x m, puis deux cas se présentent :
— soit la réduction de b j * 7 ne place pas « en téte, auquel cas la deuxieme condition sur 1L
prouve que b; [Ad(kr,d j)/a] 7 est élément de 1L
— soit b * m seréduiten un ok di---dy, - mavecd, € |Iii’p| pour chaque p, alors b; [}\cf(kmdj)/(x] *
m se réduit en kr, * d;j[Ad(kqd;) /o] - 7y puis en dj[Ad(kxdf) /o * m
Dans le deuxieme cas, on veut donc prouver pour d; ce que I’on voulait prouver sur b;. On a alors
une induction bien fondée si I'on suppose que la réduction de b ]‘[)\d(kﬂ1 d j) /o] * 7y termine, ce qui
permet de conclure. [ ]
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Chapitre 3

Formes disjonctives

Etudions a présent une classe de formules différente de la précédente : les disjonctions de
conjonctions de littéraux. D’un point de vue purement logique, toute formule est équivalente a
une formule de cette classe, a savoir sa forme normale disjonctive, cependant ce n’est pas ici la
valeur de vérité des formules qui est importante (puisqu’on ne consideére en fait que des tautolo-
gies), mais bien leur structure.

Définition 8 (forme disjonctive)

On appelle forme disjonctive une formule A de la forme

n n; Pi
A= v A; avec A= /\ _‘Ni,j A /\ P,',]'
i=1 j=1 =1

ou les N et P; j sont des variables propositionnelles.

La reformulation en implications d"une telle formule s’écrit alors

A = (_‘N1,1_>"'_>_‘N1,n1_>P1,1_>"'_>P1,p1_>X)_>

(—| w1 — -+ — Npy, — n,l_)"'_)Pn,pn_’X)_)X

Pour interpréter cette formule comme un type, on la considére quantifiée universellement en
toutes les variables qui y apparaissent, comme on le fait dans la théorie des types simples. Notons
que ces formules sont toujours fausses dans le cas intuitionniste, sauf dans le cas extréme ot11'une
des clauses est vide (et donc vraie) ; elle ne peuvent donc spécifier que des structures de controle
manipulant des continuations.

3.1 Exemples

Avant de tenter d’énoncer des résultat généraux sur cette classe de formules tres vaste, étu-
dions quelques exemples simples.
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3.1.1 Retour sur le tiers-exclu

L'exemple le plus simple est celui du tiers exclu, déja rencontré dans le cadre des tautologies
disjonctives. Il s’exprime en effet (A — X) — (A — X) — X, doncavec A; = “Aet A; = A.
Ici, on sait qu'un comportement possible est défini par

f:-A

Cof-h-mmfro-m que l'on représentera par a: A

axa-m =hxa-m

[ 4]

Le sens de ce diagramme est le suivant : les deux noeuds représentent les deux clauses A; et Ay,
auxquelles correspondent les deux arguments f et i qu’attend le combinateur que 'on spécifie.
La fleche du nceud —A au nceud A (étiquetée par o et le type A) représente le comportement de
a qui, s'il est placé en téte par la réduction de f * o - 71, passe a la réduction de ki, sur un terme de
type A fourni par la réduction de f.

3.1.2 Tiers-exclu a deux variables

Le tiers exclu appliqué a deux variables propositionnelles distinctes peut s’énoncer (—A A
—B) V AV B. 1l est sous forme disjonctive, mais il n’est pas exprimable par une formule du type
précédent. On peut lui faire correspondre un comportement correspondant au traitement de deux
exceptions A et B distinctes, ce qui correspond aux regles

Cxf-g-h-m-fxa-B-m
axa-m - gxa-m que l'on représentera par

Bxb-m = h*xb-m

Le sens de ce diagramme est similaire au précédent : La réduction de C * f - ¢ - h - m commence
par placer f en téte, avec deux « exceptions » « et 3. Si f place « en téte sur un terme de type
A, la réduction reprend sur la pile initiale avec g appliqué a ce terme. Si 3 est placé en téte, le
comportement est similaire.

Il est facile de prouver que le combinateur C ainsi défini réalise le type voulu, c’est-a-dire

(A-1l)-B—-1)—-C)—-(A—-C)—(B—-C)—C_,

et il serait encore possible d’optimiser ce calcul en remplacant a et b par kx.a et k3.b respective-
ment dans les deuxiéme et troisiéme regles.

D’autre part, on peut prouver sans grande difficulté que ce type spécifie bien un comporte-
ment comme celui de C. Plus précisément :

Proposition 11 (spécification du tiers-exclu a deux variables)

Soit ¢ un Ak-terme tel que + ¢ : VAVYB(—A A —B) V AV B soit dérivable. Pour tous termes f,
g, h, a etb et toutes piles 7, mf, Mg et 7, tels que

—pourtoutoc,g*oc~7r>oc-7rg,

— pourtoutax, hxo-m> o - 7.
On a alors :

— sipourtousaet, fxoa-B-m - a*a- g alorscxf-g-h-m-axmy;

— sipourtousaetB, fxoa-B-m= Pxb-myalorscxf-g-h-7m>=bxm,.
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Démonstration: Soit ¢ un terme de type (-A — =B — C) — (A — C) — (B — C) — C. Supposons
les termes f, g, h, a et b et les piles 7, mf, Mg et 7, définies selon les conditions énoncées. Définissons
AL comme la cloture par anti-réduction de {a * 715, b * 7, } et posons [A] = {7}, [B] = {m,} et
[C] = {7}. Pour tout &« € |A|,ona a7, € 1L donc g * « - 7t est dans L, ce qui prouve que g est
élément de |A — C|. On prouve de méme que & est élément de |[B — C|.

Dans le premier cas, pour tous «x et 3, f x - 3 - 77 se réduit en o x a - TTf. Comme a est élément
de |A| par définition de 1L, pour tout a de [~A|ona a*a-mp € 1L d'ott f+a-fB-m € L pour
tout 3, et donc f € |-"A — =B — C|, et par conséquent c * f - ¢ - h - 7t est dans L, ce qui signifie
qu’il se réduit en a * 7y ou b * 71,. Dans ce cas de figure, b est absolument quelconque (contrairement
a a qui découle de la réduction de f), doncsic* f - g- h - 7 se réduisait en b * 7, on prouverait en
remplacant b par n'importe quel autre terme que cet exécutable se réduit aussi en f * 71, quel que soit
t, ce qui est absurde puisque la réduction est déterministe. Par conséquent ¢  f - g - I - 7 se réduit en
a% 7.

La preuve du cas symétrique ol pour tous a et 3, f x - 3 - 7 se réduit en 3 * b - 71y se méne de
fagon identique. u

Ce cas du tiers exclus a deux variables est significativement plus complexe que le cas a une
seule variable. En particulier, on remarque qu’il est nécessaire d’avoir une hypothese sur la ré-
duction de g et de i méme si le diagramme pourrait laisser croire que seuls deux clauses sont
effectivement utilisées, soit A A =B et A, soit A A =B et B. En revanche, ce résultat s’étend
immédiatement & un nombre arbitraire de variables, donnant une spécification similaire pour les
tautologies de la forme (mA1 A+ A=A,) VALV -V A,y

3.1.3 Un exemple plus touffu

On peut maintenant s’essayer a interpréter un type plus complexe, afin d’avoir une intuition
plus précise des comportements associés aux formes disjonctives. Prenons par exemple trois va-
riables propositionnelles A, B et C, et cinq clauses :

A=(-AAN-BA-C)V (AAN-B)V (FAAB)V (AAB) VvV C

On peut représenter cette formule par le diagramme suivant, duquel on déduit un systéeme de
réductions définissant un combinateur Cy :

|fi:~AN-BA—C|
‘Xl:A(X'B as: C Caxfi-fa-foa-fafs-m>=fixag-ap-as-7
2 apxa-m - frxa-of-m
oxb-7 = fyxal b
afxb-7m' ~ faxa-b-m
ogxa-m - fyka-b-m
askc- 7' = fsxc-

|f2:AAﬁB| |f3:ﬂAAB| |f5:C|

o3 : B oy A

Remarquons ici que si f; place son premier argument (I'exception «;) en téte sur une pile com-
mengant par 4, et si f, place en téte sont second argument sur une pile commencant par b, alors
cet opérateur conduit a I’évaluation de f4 sur une pile contenant a la fois a et b.

Dans ce cadre, « lever une exception », pour reprendre le vocabulaire déja employé, corres-
pond a emprunter une aréte du diagramme et reprendre 1’évaluation avec une hypothese supplé-
mentaire. Par exemple, le fait que f1 * o - a2 - a5 place o) en téte sur un terme a de type A signifie
que f; réfute '’hypothese —A en fournissant a qui est une preuve de A; la régle de réduction de
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a1 conduit ensuite a la clause A A =B, d’ot1 'on ne peut atteindre aucune clause oli A apparait
négativement.

Une fois de plus il est facile de prouver que le combinateur C4 ainsi produit réalise le type
A. Pour ce qui est d’en définir une version optimisée a base de liaison dynamique des «;, si
l'opération est possible, en revanche sa rédaction deviendrait rapidement trop lourde pour étre
d’un réel intérét.

3.2 Généralisations

Les tautologies de cette forme sont toujours des formes plus ou moins élaborées du tiers-
exclu. L'idée que suggerent les quelques diagrammes qui précedent est que les formes disjonctives
spécifient en quelque sorte des mécanismes de preuve interactive : le combinateur commence par
évaluer 1'un de ses arguments f;, supposé prouver X sous I'hypothése =N;1 A -+ A =N;, A
Pi1 A--+ AP p.Si fi ne place aucun de ses 11; + p; arguments en téte, c’est que X est effectivement
prouvé; a l'inverse, si l'un des arguments arrive en téte, c’est que f; fournit la réfutation de I'une
des hypotheses, et le processus continue avec une autre clause, en utilisant cette réfutation.

3.2.1 Synthése de combinateurs

Intuitivement, il est possible de construire un diagramme de contrdle pour chaque tautolo-
gie sous forme disjonctive, et d’en déduire la définition d'un combinateur. Pour formaliser cette
intuition, il est nécessaire de définir précisément les diagrammes.

Une tentative de définition pourrait étre la suivante. Considérons une formule disjonctive
A=V, A -1 B; ;, ot les B; ; sont des littéraux. Posons ensuite

L={@E))1<i<nm1<j<n}

pour désigner I'ensemble des indices des littéraux. On dira qu'un diagramme de contrdle est un
graphe orienté § = (L, &) sur cet ensemble qui vérifie les deux conditions suivantes :
couplage : pour tout (i,j) € L,
— si B; ; est un littéral négatif —X, alors il existe une unique aréte ((i, ), (', j')) € € etelle
vérifiei # i’ et By y = X,
— si B; ; est un littéral positif X, alors tout aréte ((i', j'), (i, j)) € € vérifiei # i’ et B; ; = —X,
c’est-a-dire que les arétes associent chaque littéral a un littéral opposé ;

mémorisation : notons — la relation sur {1, ..., n} définie par
i—i sietseulementsi 3je {1,...,m}3/ € {1,...,.n:} ((i, /), (T, ])) €E,

c’est-a-dire que — est la relation € quotientée par I'égalité de la premiére coordonnée, alors
pour tout B; ; positif, pour tout By i tel que i —* i, By i # =B

Les clauses sont les parties de £ de premiére coordonnée constante. L’intuition calculatoire
est la suivante : le diagramme doit correspondre a un combinateur C qui, appliqué a une pile
f1- - fu - 7, implémente une sorte de schéma d’exceptions. L'existence d'un aréte ((i, j), (', j))
signifie que si ’évaluation d'un f; place en téte un argument (une exception) « de type négatif
B;; = =X, l'effet de C est de transférer I'évaluation vers f;, passant a celui-ci la valeur (de type
X) sur laquelle f; a appliqué a. On se place dans un cadre o1 toutes les exceptions sont « directes »,
c’est-a-dire d’un type négatif, et donc qu’il n’y a pas de co-exception (voir section 2.2.2 pour une
explication de cette notion).
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Dans cette interprétation, la condition de couplage signifie que toute exception doit étre rat-
trapée (existence d'une aréte sortante) et que toute valeur (d'un type positif) doit étre fournie
par le rattrapage d’une exception (nature des arétes entrantes). La condition de mémorisation si-
gnifie, dans l'intuition, que si une exception —X a été rattrapée une fois (fournissant, d'un point
de vue logique, une réfutation de I'’hypothese —X), alors le diagramme ne peut pas mener a une
clause dans laquelle X apparait a nouveau en négatif. On peut remarquer que ces deux conditions
garantissent au graphe d’étre sans cycle.

On conjecture que l’existence, d'un diagramme vérifiant ces deux conditions, pour la formule
A, garantit que A est une tautologie. En interprétant les arétes du graphes comme expliqué, on
peut déduire un systéme de regles de réduction, qui se déduit facilement du diagramme, et dont
on conjecture qu’il réalise le type A.

Malgré tout, il ne serait pas surprenant que la définition proposée ici ne soit pas exactement
celle recherchée. En effet, la formalisation de cette méthode, qui s’avere étre assez lourde, n’a
pas été menée a bout. Il va sans dire que la construction de combinateurs optimisés, comme on
l'a fait dans la section 2.4.2, si elle semble possible, est elle aussi largement plus complexe ; cette
possibilité n’a pas pu dépasser le stade de I'intuition.

3.2.2 Une approche « déclarative »

Une autre approche a été explorée pour associer des comportements calculatoires aux formes
disjonctives. Considérons a nouveau une telle formule que 'on notera A = \/!'_; /\;il B;,j. On ap-
pellera section tout élément du produit {1,...,n1} x --- x {1,...,n,}, cest-a-dire qu’une section
s est le choix, dans chaque clause A;, d’un littéral B; ;) particulier. On peut déja caractériser les
tautologies & 1’aide des sections :

Proposition 12

Soit A = \/1 4 /\;”=1 B; ; une formule disjonctive. A est une tautologie si et seulement si, pour

toute section s de A, il existe i et j tels que B; ;) = =B 5(j)-

Démonstration: Supposons qu’il existe une section s ne vérifiant pas cette propriété. Tous les littéraux
B; 5(iy sont donc faits de variables distinctes. On peut alors définir une valuation v des variables
telle que v(B; 5(;)) soit vraie si et seulement si B; ;) est négative. Si une variable n’est pas parmi ces
littéraux, on lui associe une valeur arbitraire. Il est alors clair que, dans cette valuation, chaque clause
est fausse, puisque I'un de ses littéraux est faux, et donc A n’est pas une tautologie.
Supposons maintenant que A n’est pas une tautologie. Il existe donc une valuation v des variables
qui rend A fausse, donc qui rend fausses toutes les clauses. Dans cette valuation, chaque clause A;
étant fausse, il existe un littéral B; ;(;) pour lequel v(B; ;) est faux, ce qui définit une section s.
Comme tous les littéraux B; ;) sont faux dans la valuation v, il ne peut y en avoir deux d’opposés,
donc la section s ne vérifie pas la condition voulue, ce qui prouve la réciproque. u

Si A est une tautologie, on peut alors définir une fonction de synchronisation S qui, a chaque
section s, associe un couple (i, j) pour lequel Bi s(i) = 7Bjs(j)- On peut en déduire un combinateur
C 154 auquel on passe en argument une famille (f1, ..., f,) de fonctions et une pile 7, et qui a l’effet
(intuitif) de lancer en parallele I’évaluation de tous les f; sur une pile «; - - - a; , - 77 contenant
n; exceptions, «; ; correspondant au type B; ;. Si I'évaluation s’arréte pour chaque processus i
en mettant en téte un «; ;(;), on obtient une section s. La synchronisation donne alors un couple
(i,7) = S(s) pour lequel on sait que Bisi) = ~Bjs(j)- On sait donc que lg processus i est de la
forme «; 5(;) * a - 7i; et que le processus j est de la forme «; ;) * 71;. La réalisabilité garantit alors
que a réalise B; ;) et que 71; est dans I'orthogonal de ce type. Le terme a et la pile 77; sont donc
compatibles, et on peut remplacer les deux processus par a * 7;.
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Pour une meilleure compréhension de ce genre de mécanisme de synchronisation, on pourra
se reporter a l'article de Vincent DANOS et Jean-Louis KRIVINE [1] qui contient une étude plus
détaillée de systémes de synchronisation basés sur la spécification, dans le cas des tautologies
disjonctives étudiées dans la section 2. A partir de ce schéma de synchronisation, on peut ensuite
déduire des mécanismes de contrdle séquentiels, mais ceci n’a pas été fait en détail ici. On soup-
conne toutefois que cette approche, apres une étude plus poussée, peut conduire a des choses
similaires a ce que suggeérent les idées de la section 3.2.1.

3.2.3 Spécification

Le probleme de la spécification, dans le cadre des formes disjonctives en général, pose lui aussi
des problemes de formalisation. On peut toujours a force d’intuition aboutir & une spécification
pour un cas plus ou moins général, mais un véritable théoreme portant sur les formes disjonc-
tives sans restrictions reste a découvrir. Un obstacle principal dans la formalisation des preuves
de spécification est en particulier 'abondance de notations : un cas, encore relativement simple,
comme celui du tiers-exclu a plusieurs variables (proposition 11), nécessite déja 1'introduction
d’un grand nombre de cing termes et quatre piles. Méme si 1'outillage de la réalisabilité rend la
preuve essentiellement immédiate, I'avalanche de notation et de quantifications laisse augurer
des preuves difficiles a manipuler, en particulier des qu’il s’agit de mémoriser des termes comme
on l’a vu dans I'exemple de la section 3.1.3.

Mon intuition est, malgré tout, que ces formules spécifie un comportement qui devrait se dé-
crire correctement en utilisant des diagrammes de controle : les ensembles de vérité (analogues
au tr(A) des tautologies disjonctives) seraient alors des chemins dans un tel diagramme, repré-
sentant une sorte de preuve interactive comme évoqué plus haut. Je ne suis pas parvenu a des
résultats significatifs sur le sujet, mais il semblerait intéressant de commencer par s’intéresser a
un cas plus restreint, par exemple des formules a n variables et 2" clauses (toutes les combinaisons
de n littéraux). Cette voie reste en cours d’exploration.
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Conclusion

La théorie de la réalisabilité, par son approche sémantique du typage, fournit donc une mé-
thode relativement systématique pour construire des preuves de spécification, méme s’il est bien
entendu nécessaire de découvrir les spécifications d’un type donné par l'intuition. Dans le cadre
des tautologies étudiées ici, on obtient ainsi la description formelle d’une famille de structures de
controle.

A partir de la spécification d"une structure de controle tirée d’'une de ces tautologies, on dis-
pose aussi d"une méthode pour déduire la définition d'un combinateur qui enrichit le langage, en
effectuant des réductions qui n’auraient pas été possibles avec la base du Ak-calcul. L'introduction
de combinateurs qui enrichissent réellement le calcul nécessite des restriction dans le choix des
observables utilisés dans les preuves ; bien que cela soit une restriction, toute preuve (menée dans
le Ak-calcul pur) respectant les conditions supplémentaires restera vraie dans le calcul étendu, ce
qui est un argument de modularité important.

Le A-calcul typé fournit un fondement théorique fort aux langages de programmation fonc-
tionnels, et ses extensions avec controle permettent d’avoir un fondement théorique pour les lan-
gages fonctionnels qui permettent la manipulation des continuations. Dans ce contexte, le fait
que l'étude de tautologies classiques en tant que spécifications fasse apparaitre des structures
de contrdle qui ressemblent a des schémas de traitement d’exceptions donne une justification
sérieuse a ces modes de programmation. De plus, cela indique des fagons de concevoir des struc-
tures fortement typées, et donc stires, contrairement aux fonctionnalités ajoutées empiriquement
aux langages existants.
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