Inf242 : Examen deuxiéme session

Michel Lévy
20 juillet 2008

Durée : 2h

Documents autorisés : une feuille RV format A4

Remarque: On peut utiliser indifféremment les notations logiqueb@bléennes.

Priorité : On rappelle que les quantificateurs et la négatidna plus grande priorité suivie des priorités dans I'erdr
décroissant de la conjonction, la disjonction, I'implicatet I'équivalence.

Baremendicatif :

exercice| baréme| exercice| bareme
1 3 2 2
3 2 4 3
5 2 6 6
7 4

Ce bareme est sur 22, on prendra donc le minimum de votre hd&e29.

1 Logique propositionnelle

Exercice 1 (Comparer plusieurs méthodes, 3 points).’ensemble de clauses ci-dessous
(a+b+d),(d+c),(a+b),(a+c),(b+c),(c+a)
est insatisfaisable. On demande de le vérifier par trois s

1. Ecrire une preuve dé par résolution
2. Appliquer I'algorithme de Davis et Putnam et donner lecegale I'algorithme.

3. On assimile 'ensemble de clauses a un produit de clauswsteansforme ce produit de clauses en une somme
de monbmes, qui doit donn@une fois simplifiée. On donnera les principales étapes de treinsformation

Reponsex

Exercice 2 (Correction des raisonnements, 2 pointspes hypothéses suivantes :

pvq

p=r

g=rvs

On a déduit :

rvsvt

Ce raisonnement est-il correct ? Justifier votre réponselpanéthode de votre choix (par exemple en utilisant I'algo-
rithme de Davis et Putnam).

Reponse:



Exercice 3 (Correction des raisonnements, 2 pointspes hypothéses suivantes :

avb

a=c

b=d

cvd=p

On a déduit :

pAC

Ce raisonnement est-il correct ? Justifier votre réponsel@anéthode de votre choix (par exemple en utilisant I'algo-
rithme de Davis et Putnam). Reéponse

a

Exercice 4 (Deduction naturelle, 3 points)Prouver par la déduction naturelle, avec les regles et lsspréation du
cours, les formules suivantes :
1. (p=(a=9)=(PAa=79)
2. -an(avb)=Db
3. (-b=-a)=(a=b)
On indique, que, pour prouver cette formule, il faut utitiseréduction a I'absurde.

2 Logique premier ordre

Exercice 5 (Contre-modéle, 2 points)La formule
Vx3y r(X,y) = 3IX r(x,x)
n’est pas valide. Donnez-en un contre-modéle et montremerrince contre-modele a été construit. [Réponser

Exercice 6 (Déduction naturelle, Résolution, 6 points).a formule
YX(Q(X) = R(X)) A Ix(P(x) A Q(X)) = Ix(P(x) AR(X))

est valide.

Le montrer par deux méthodes :

1. donner une preuve de la formule en déduction naturelle tegerégles et la présentation du cours
2. donner une preuve par résolution au premier ordre. On @vata forme clausale de la négation de la formule
et la preuve par résolution de la clause vide a partir de cédtene clausale.

Reponser

Exercice 7 (Déduction naturelle et égalité, 4 points)
Dans cet exercice(%) est le successeur de x, et on abredg =vy) en x#£y.
On fait de I'arithmétique avec les formules suivantes :
(Q1) Vxvy(s(x) = s(y) = x=Y)
(Q2) ¥x(0# S(x))
(Q3) Vx(x+0=x)
(Q4) Vxvy(x+s(y) = s(x+Y))
Prouver, par la déduction naturelle, que de ces hypothésgreat déduire les formules suivantes :
1. 50)+5s(0) = 5(s(0))

2. 50) # 5(s(0))



Réponses

Exercice[1, page|l

1. preuve par résolution
(a+b+d) (d+c)

(a+b+c) (a+b)
(b+c) (b+c) (a+b+d) (d+oc)
(c) (c+a) (a+b+c) (a+b)
(a) (a+¢) (b+c) (b+c)
(©) (c)
1

2. Application de Davis et Putnam
(a+b+d),(d+c),(a+h),(a+c),(b+c),(cC+a)

k////gﬂL///// \\\\\E;r\\\\§

(d+c),(b+c),(b+c),C

|

(d), (b), (b)

RUJ{
1
3. Transformation du produit de clauses en somme de monémes

formule _
(a+b+d).(d+c).(a+Db).(a+c).(b+c).(c+a)

= (ad+ac+hbd+bc+dc).(a+b).(a+c).(b+c).(c+a) _

= (ad.b+acb+bda+bd+bca+bc+dca+d.cb).(a+c).(b+c).(C+a)
= (b.d+b.c+d.c.a).(a+c).(b+c).(C+a)

= (b.d.a+b.d.c+b.ca+d.ca).(b+c).(c+a)

= (b.d.ac+b.ca+d.c.ab+d.ca).(c+a)

0

Exercice[Z_ page]l

(d+0),(b),(b+0),(T)

Ru|

(d), L

explication

distributivité et simplification
distributivité et simplification
réduction pab.c eth.d

distributivité et simplification
distributivité et simplification
distributivité et simplification

Le raisonnement est correct si et seulement la conjoncesrhgipothéses et de la négation de la conclusion est
insatisfaisable. Afin d’appliquer I'algorithme de DavisReitnam, on commence par transformer cette conjonction en

un produit de clauses.
(p+a).(p=r1).(q=r+9) T +s+t

=(p+0q).(p+r).(Q+r+s).r.st par élimination des implications et déplacements des itigat

On peut maintenant appliquer I'algorithme de Davis et Putna



(P+0)-(p+1)-(q+r+89).(F).(5-(t)

J{RU
(p+0)-(F-(@

|rU

1
Donc le raisonnement est correct.

Exercice[3, pagep

Le raisonnement est correct si et seulement la conjonctsrhgipothéses et de la négation de la conclusion est
insatisfaisable. Afin d’appliquer I'algorithme de DavisReitnam, on commence par transformer cette conjonction en
un produit de clauses.
(a+b).(a=rc).(b=d).(cvd= p).pc
= (a+b).(a+c).(b+d).(c.d+p).(p+C) par élimination des implications et déplacement des négsiti
= (a+b).(a+c).(b+d).(c+ p).(d+ p).(p+C) par distributivité de la somme sur le produit.

On peut maintenant appliquer I'algorithme de Davis et Putna

(a+b).(a+c).(b+d).(€+ p).(d+ p).(p+©)
%

(b).(b+d).(C+ p).(d+ p).(p+C)
RU : b=1
(d).(C+p).(d+p).(p+C)
RU :d=1
(C+p)-(p)-(P+0©)
RU: p=1
(©
RU : c=0

0
Donc le raisonnement est incorrect. L'assignatien0,b=1,d =1, p=1,c= 0rend vraies les hypothéses et fausse

la conclusion.

Exercice[4, page P

1. Preuve dép= (q=-9)) = (pAQ=9)

1 Supposonp=- (q=-5)

2 SupposonpA(q

3 p AE1 2
4 g=s =E1,3
5 ¢ NE2 2
6 s =E4,5
7 DoncpAg=s =12,6
8 Donc(p=(q=9)=(pAgq=s =117



2. Preuvede-an(avb)=Db

1  Supposonsan (aVb)

2 -a AEL11

3 avb ANE2 1

4  Supposona

5 1 =E2,4
6 b Efq 5

7 Donca=-b =14,6

8  Supposonb

9 Doncb=b =18,8
10 b VE3,7,9

11 Donc-aA(avb)=b =11,10
3. Preuve dé-b=--a) = (a=-b)

1 Supposonsb=-—-a

2 Supposona

3  Supposonsb

4 -a =E1,3

5 1 =E2,4

6 Donc——b =13,5

7 b RAA 6

8 Donca=b =12,7

9 Donc(-b=-a)=(a=b) =11,8
Exercice[5, page P

On construit I'expansion de la formule sur le doma{i®el}. Abrégeons (0,0) enr00,r(0,1) enr01,r(1,0) en
ri0etr(1,1) enrll.
L'expansion est (r00+r01).(r10+r11) = (r00+r11).
L'assignatiomr00=r11=0,r01=r10= 1 rend faux cette expansion, donc l'interprétatiate domaing0,1} avec
r ={(0,1),(1,0)} est un contre-modéle de la formule, qui n’est donc pas valide

Exercice[, Pagep

1. Preuve de la formule en déduction naturelle

1 Supposonsx(Q(x) = R(x)) A Ix(P(x) A Q(X))

2 WX(QX) = R(x)) AE11

3 IXPX) AQ(X)) ANE21

4 SupposonB(x) A Q(X)

5 P(X) AE1 4

6 QX NE2 4

7 QX)) =R(X) VEX, 2
8 R(X) =E®6,7
9  P(X)AR(X) Al'5, 8
10 3x(P(x) AR(X)) Al x 9
11  Donc(P(x) AQ(x)) = Ix(P(x) AR(X)) =14,10
12 3x(P(x) AR(X)) JE3, 11

13 Doncvx(Q(x) = R(X)) A Ix(P(X) AQ(X)) = IX(P(X) AR(X)) =-11,12
2. Preuve de la formule par résolution

On met en forme clausale la négation de la formule. Tout dbon transforme cette négation en forme
normale :



~(vX(Q(X) = R(x)) A 3xX(P(x) A Q(x)) = IX(P(x) AR(X)))

= ¥X(Q(X) = R(X)) A IX(P(X) AQ(X)) AWX(—=P(x) V-R(x)) déplacement des négations

= VX(—Q(X) VR(X)) A Ix(P(x) A Q(X)) A¥X(—P(x) V—=R(x)) élimination de I'implication
Transformation en formule propre (on est en fait dans un gagtie transformation est inutile) :
=Vx(=Q(x) VR(x)) A3y(P(y) AQ(Y)) AVZ(—P(2) V —R(2))
Elimination des quantificateurs existentiels (par sko&tidn) et suppression des quantificateurs universels :
~ (=Q(x) VR(X)) A (P(a) AQ(a)) A (=P(2) v -R(2)).
Transformation en un ensemble de clauses : dans cet exahgpifit d’'enlever les conjonctions et on obtient
les 4 clauses :

(1) Q) VR(x), (2) P(a), (3) Q(a), (4) =P(2) v =R(2)

La preuve de la clause vide estimmédiate :

Pla) -P(9V-RZ _. Q@) —Q(x)VR(x)

“R@ z=a R@ X:=a
1
Exercice[7, page P
Preuve de & 1= 2 : nous ne répétons pas I'environnem@t Q2, Q3,Q4 de la preuve.
1 Vy(s(0)+s(y) =s(s(0)+y) VE Q4x:=s(0)
2 s(0)+s(0) =s(s(0)+0) VEly:=0
3 s(0)+0=5(0) VE Q3x:=s(0)
4 s(0)+5s(0) =s(s(0)) congruence 2, 3

Preuve de £ 2

NOo o~ wWNPR

supposons(0) = s(s(0))

vy(s(0) =s(y) = 0=y) VEQIx:=0
s(0) =s(s(0)) == 0=5s(0) VE 2y:=s(0)
0=s(0) =EL13
0+# s(0) VE Q2x:=0
L =E4,5
doncs(0) # (s(0)) =11,6



	1 Logique propositionnelle
	2 Logique premier ordre

